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Probléeme 1 (Autour d’un type de suite récurrente d’ordre 1) :

Partie 1 : Etude préliminaire

On définit (x,) € RN par 29 € Ret Vn € N, 2,11 = x,, + 22.

1. Préliminaire : Soit (a,) € RN et (b,) € (Ri)N. On pose Vn € N, A, = >} _gar et B, = > }_bi. On suppose

(B,,) divergente.

(a) On aVn € N, B,y1 = By, + bpt1 > B,. Donc (B,,) est croissante. Par théoréeme de la limite monotone,

B,, — 400 car (B,,) est croissante et divergente.
(b) On suppose ay, = o(by).

Soit € > 0. On a a, /b, I 0. Donc, par définition de la limite, 3ng € N, Vn > ng, |an/bn| < £/2. Et donc
n oo

Vn > ng, |an| < §bp, car b, > 0.
Par ailleurs, quitte a remplacer ng, par ng + 1, on peut supposer ng € N*,
(c) On a B,, > 0 pour tout n € N. Soit n > ng. Alors
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(d) Comme A,,_1 est une constante (indépendante de n) et (B,,) diverge vers +00. Donc

P A —
donc, par définition, dn; € N tel que Vn > nq, IT(’HII <e/2.
Alors, en reprenant la question précédente,

A
Vn > max(ng, nq), 4] <eg/2+¢/2=c¢.
B,
Donc, par définition, % ——— 0. Et donc, par définition, A, = o(By,).
" n—+00 n—+oo

‘Anofl‘
B

n

— 0. Et
n—-+00



(e) Supposons a,, ~ by,. Par caractérisation des ~ par o, ay, = bn+o(by,). Et donc a,, — by, = o(by,). Donc,

—+o0

en appliquant les trois questions précédentes et par sommation, A, — B, = o(B,). De nouveau, par caractérisation

n——+oo
des ~ par o, A, ~ B,,.
2. Etude de la suite (2, )nen.
(a) Soit f: x> x+z2 Alors f est une fonction polynomiale de degré 2. Et Vo € R, f(z) = x(x +1). On a donc

directement le tableau de variations :

(b) On suppose zg €] — 1,0[.

D'apreés le tableau de variation de f, on a f(] —1,0[) =] —1/4,0[C] — 1,0[. Donc ] — 1, 0] est stable par f. Donc
(xy,) est bien définie et Vn € N, z,, €] — 1,0[.

De plus, Vn € N, 2,41 — 2, = 22 > 0, donc (z,,) est croissante. Or (x,,) est bornée. Donc en particulier, (z,,) est
majorée. Donc, par théoréme de la limite monotone, (z,,) converge.

Or (zy,) est une suite récurrente d'ordre 1, et f est continue sur | —1,0[. Donc (z,,) converge vers un point fixe de
iz o+ 22

Soit L ER. f() =4 <= (+(?>=( <= (>=0 <= (=0. Donc 0 est le seul point fixe de f. Et donc (=)
converge vers 0.

(c) On suppose zy > 0.

De nouveau, par le tableau de variations de f, f(R%) = R%. Donc R est stable par f. Et donc (z,) est bien
définie et Vn € N, x,, > 0.

De plus, on a toujours Vn € N, xp 41 — 2 = x% > 0. Donc (z,,) est croissante.

Supposons que (x,,) soit majorée. Alors elle converge par théoréme de la limite monotone. Or f est continue sur
R, donc (x;,) converge vers 0 (cf raisonnement précédente). Toujours par théoréme de la limite monotone, on a alors
0= nll)rfooxn = itelgxn >x9 >0 ;‘;

Donc (z;,) n'est pas majorée. Et donc, par théoréme de la limite monotone, (x,,) diverge vers +oo.

(d) Si g =0, alors Vn € N, x,, = 0, car 0 est un point fixe de f. Donc (z,,) est constante nulle. Et donc (z,,)
converge.

Si zyp = —1. Alors 1 = f(—1) = 0. Et donc ¥n > 1, x,, = 0. Donc (zy,)nen est stationnaire en 0. Et donc (zy,)
est convergente.

Si zg < —1, alors x1 = f(x0) > 0 d'apres le tableau de variation de f (f(] — oo, —1[) = R% ). Et donc, en se
ramenant au cas xg > 0, (z,),>1 diverge vers +00. Donc (z,,) est divergente vers +o0.

3. On suppose zg €] — 1,0[.

(a) OnavVn e N, z, 1 = zp(1+2,), avec 14z, m 1 # 0 d’apres I'étude de la suite (z,). Donc 1+x,, ~ 1

n—-+oo
(“Théoréeme de I'dne”). Et donc, par produit ;11 ~ . Tne
(b) On pose Vn € N, a,, = = — —1—. Alors

Tn, T4l

Tp4+l — Tn Tn
vneN, a, = = ~ 1
TnTn+1 Tn41 notee

(c) On pose (by,) la suite constante égale a 1. Donc a,, ~ 1. D’aprés la question , on a donc par télescopage,

n—-+oo

Tk LE41

1 1 L 1 1 L
— — :Z(— )n_zockzolzn—l-ln_ﬁoon



Et donc aussi, par caractérisation des ~ par o,

! = ——n+on) = -n+on) ~ -n.

:[jn+1 n~>_+<x> :L‘O n——+oo n—-+oo

Et donc,

par transitivité de la relation d'équivalence.

4. On suppose zy > 0.

(a) On pose Vn € N, y,, = lngﬁ"). Alors

In(zny1)  In(zn)

Vn € N’ Yn+1 — Yn =

on+1 AL
In(z,) +In(1 4+ 2,) In(z,)
= on+1 T Tom def (xy,)
~ In(1+2,) — In(x,)
on+1
In(1+1/x,)
T ontl
1
Sm Cath>—1, h’l(]."‘t)gt
Et de plus,
In(14+1/x
Vn € N, yn+1—yn:(2n+1/n)>0
car 1/x, > 0.
D’ou
1

Vn € N, O<yn+1_yn§m‘

(b) Soit m,n € N. D’apres la question précédente, on a

Vk € {n,...,m+n}, 0<yk+1—ykﬁm-

D’ol par sommation

n+m n+m 1
0< > Wht1 = Yk) = Yntmr1 —Yn < ) PRy,
k=n k=n
n—+m 1
<y ST (z,) croissante
k=n n
= ok+1
O — 2
1 g — grrer
= E% somme géo de raison 1/2 # 1
Tz, 1/2
1

2%z,

D’ou

1
VnamEN) O<yn+m+1_yn§ .
2",



(c) D’apres la question [4a] (yn) est (strictement) croissante. De plus, d'aprés la question précédente, avec n = 0,

on a )
VmeN, 0 <ym+1 —y < —
xo

et donc

1
Vn e N* y, <wyo+ —
To

Donc la suite (yn)nen est majorée. Et donc elle est convergente par théoréme de la limite monotone, vers o € R.

De plus, (z,,) diverge vers +o0o0. Donc Ing € N tel que z,,, > 1. Et donc, par croissance stricte de In, y,, > 0. Et
par théoreme de la limite monotone,

Q= SupYn > Yn, > 0.
neN

(d) On reprend la question [4b] :

1

VYn,m €N, 0 < yptme1 — Yn <
AL

On vient de montrer que (y,) converge vers a > 0. Donc, par opération sur les suites convergentes et par passage a la
limite dans les inégalités, on en déduit, en faisant tendre m vers +oo dans la relation précédente,

1

VneN, 0<a—y, < .
n S o yn_m,ﬂ"

D'autre part, (y,) est strictement croissante et a = sup,,cy Yn, donc
Vn eN, y, <yny1 < .

Et doncVn € N, 0 < ynr1 — yn < & — yn. On peut donc améliorer la relation en :

In(z,) 1
VneN, 0<a—y,=a— o < T
(e) En reprenant la relation précédente, on a
In(z 1
VneN, 0<a— (zn) <
n 2",
1
< VneN, 0<a2"—In(z,) < —
Tn
ea2"
e VneN, 1<) = Z__ <cl/on car expo strictement croissante
xn

Or z, 4> +00, donc par composition de limites, e!/*» ——— 1 et donc, par théoréme des gendarmes,

n—-+o0o n—-+oo
ea2n 1
— e
Tn  n—4oo

Si on pose A = e® > 0, alors 3\ > 0 tel que z, ~ A2".

n—-+oo
Partie 2 : Etude de la suite (uy,)

Soit (a,) € (R%)N. On pose

Vn € N, un—\/ao—l—\/arl— an1+\/



5. On a donc

Vn eN, upp1 = a0+\/a1+~-+\/an_l—h/an—i-w/anﬂ 2\/@0—1—\/@1—1--'-4— An—1 + v/Qp = Up

et donc la suite (uy,) est croissante (et méme strictement car « — /z est strictement croissante et ,/a,11 > 0.

Cette rédaction n'est pas complétement satisfaisante. Elle cache des petites récurrences. Soyons plus précis : on
aVn € N, Jan+1 > 0 par stricte croissance de la fonction racine sur Ry. Et donc Vn € N, ,/an + /Gnt1 > /an,
toujours par croissance stricte. Puis, par une récurrence descendante,

Et donc Vn € N, upi1 > up.

6. Toujours par stricte croissance de la fonction racine, on a

_1 e
vn €N, u, = \/a0+\/a1+--~+\/an1+\/ﬁz \/\/,/...\/a*n: (. (@YY N2 =g = g2
N——

n—+1 puissances

n—+1 racines

7. Soitvg=1etVn €N, vyr1 =1+ vy,
(a) La fonction f : x — /1 + = est définie sur Ry, continue, croissante. |l est claire que Ry est un intervalle

. Lo . . _ 14z—22 ST
stable. Donc v est bien définie, positive et monotone. De plus, Vz > 0, f(z) —z =1+ 2 —z = ﬁ D'ou I'on

déduit que f a un seul point fixe sur Ry qui est £ = 1+—2‘/5 > 1. Donc vy < £. Par croissance de f, on en déduit, par
une récurrence facile, Vn € N, v, = f(vp—1) < f(¢) = ¢. Donc (v,,) est majorée. De plus, Vo € [0,/], f(z) —z > 0,
donc (vy,) est croissante. Et donc (vy,) est convergente par théoréme de la limite monotone, vers ¢ = 1*—2‘/5

(b) Soit A>0et¥neN, a, = X" Soit n € N. On a \/a, = \¥" = \?"v,_,,. Supposons 3k € {1,...,n} tel
que \/ag + -+ /ap = Akan_k. Alors

\/ak—l + \/ak + 4 Van = \/)‘Qk F A0, = AT T v = A

D’ol, par une récurrence descendante,
k
Vn €N, Vk €{0,...,n}, \Jax + -+ Van = A\ v,_p.

8. D’apres le théoreme de la limite monotone, comme (u,,) est croissante d'apres la question 5, (u,) est convergente
si, et seulement si, (u,) est majorée.

Supposons (uy) convergente. Alors IM € R, (car u, > 0) tel que Vn € N, u,, < M. Donc, par transitivité de la
“1 1
relation d’ordre, Vn € N, a2""" < M. Etdonc Vn € N, a, = (a2 )¥"" < M2"".
Réciproquement, supposons 3A > 0 tel que Vn € N, a,, < A2 Alors,

1
Vn € N, ung\/)\2+--'+v)\2”“—)\vn§)\+2\/5

en utilisant la question pour |'expression en fonction de v et la pour la majoration de la suite v. Donc u est
majorée et donc convergente par théoréme de la limite monotone.
Donc u est bien convergente si et seulement si 3\ > 0 tel que Vn € N, a, < A2"" .
9. On peut donner beaucoup d'exemples. Prenons, pour ne pas faire trop gros ou compliqué, ¥n € N, a,, = e™.
1 \ . s 7 . . n+1
D’aprés la question précédente, u est convergente si, et seulement si, I\ € R tel que Vn € N, e < \2 A

Supposons que ce soit le cas. Supposons donc I\ > 0 tel que Vn € N, e < 22" On a donc, par croissance de la
fonction In, Vn € N, n! < In(\)2"*!. En particulier, on aurait n! = O(2™). Donc & avec une croissance comparée.
n— o0

7 . i N PN s 7 . .z A - | .
Et donc on en déduit, d’apres le critére précédente, que la suite u associée a la suite (e™) est divergente.



Probléeme 2 (Groupes de périodes) :

Partie 1 : Cas particuliers

Soit a,b € R, on pose G(a,b) = aZ + bZ.

1. G(a,b) est la somme de deux sous-groupe de (R, +), alors G(a,b) est un sous-groupe de (R, +).

2. Supposons a =1/3 et b=1/5.

(a) Il est facile (en sachant un minimum calculer) que 5 x (—=1) +3 x 2 = 1.

Nous reverrons ces notions en arithmétique avec le théoreme de Bézout.

(b) Onadonc Zt +2 =L Onadonc, Vn €N, £n=3(—n)+ 1(2n) € G(1/3,1/5).

Inversement, si a,b € Z, alors %a + %b = %5@ + 1—1531) = %5(5a +3b) € 1—152.

Donc, par double inclusion est définition de I'égalité entre ensemble, G(1/3,1/5) = Z.

3. On suppose a = 1 et b = /3. Soit f : R — R continue et 1-périodique et /3-périodique. On pose H = {z €
R, f(z) = f(0)}.

(a) On sait déja que G(1,+/3) est un sous-groupe de (R, +). Donc supposons que G(1,+/3) est monogene. Sup-
posons donc Ja > 0 tel que G(1,v/3) = aZ. Or 1 € G(1,/3), donc 1 € aZ. Donc 3p € Z tel que 1 = pa. Comme
1>0eta>0,onen déduit p € N* eta>0etdonca:%.

De plus, v/3 € G(1,V/3), donc 3¢ € Z tel que V3 = aq = %. Et donc V3 € Q. B,

Donc G(1,+/3) n'est pas monogene et donc G(1,+/3) est dense dans R.

(b) Soit =,y € Z. Alors f(x +yv/3) = f(yv3) = f(0) par 1-périodicité et v/3-périodicité. Donc = + yv/3 € H.
D'ot G(1,V/3) C H.

(c) Soit z € R. Comme G(1,/3) est dense dans R, par caractérisation séquentielle de la densité, 3(z,)nen €

G(1,V3)N tel que v, —— .
n—-+00

Mais comme G(1,+/3) C H, on a donc en particulier (z,) € H.

(d) Par définition de H, Vn € N, f(zy) = f(0). Donc, par suite constante, f(zy) — £(0).

Mais (z,,) converge et f est continue, donc f(zy,) — f(z). Et par unicité de la limite, f(0) = f(z). Donc f
est constante sur R.

4. Commengons par une preuve arithmétique. Soit a,b € R*. Supposons a/b € Q. Alors Ja, 8 € Z, a A =1 tels
que a/b = a/f. Donc af = ba. Et par Bézout, Ju,v € Z tel que ua+ v = 1. D'ol

Vp,q € Z, ap + bg = (aua + avB)p + (bua + bvB)q
= (aua + bva)p + (uaf + bvB)q
= (ap + Bq)(au + bv)

Donc aZ + bZ C (au + bv)Z. Et donc aZ + bZ ne peut pas étre dense dans R.
Refaisons la preuve, mais sans argument arithmétique. Soit a,b € R, b # 0 et supposons a/b € Q. Soit p € Z et
q € N* tels que a/b = p/q. Alors

b b b b
Gla,b) = aZ +bZ =L+ bZ="(pL+qZ) C ~(Z+Z) = -T
q q q q
et donc G(a,b) n'est pas dense (par exemple, ]0,b/¢[NG(a,b) = 0).

Réciproquement, si aZ + bZ n'est pas dense dans R. Comme c'est un sous-groupe de R, da € R tel que
aZ + bZ = oZ. En particulier, Ju,v € Z tel que a = au et b = aw. Et donc a/b = u/v € Q.



Partie 2 : Groupes des périodes
Soit f : R — R. Supposons f périodique non constante. On pose
G={TeR, VxR, flx+T)=f(x)}.

5. OnaVz €R, f(x+0) = f(z). Donc 0 € G.
Soit T, T" € G. Alors

Vo R, fz+(T-T))=f((z =T +1T) comm-+asso
=flz —-T) carT e
=f((xa =T+ T carT' € G
= f(x) comm-+-asso

Alors G est un sous-groupe de (R, +).
6. On suppose f est continue. Soit T' € G. Alors f(T) = f(0+T) = f(0) d'apres la définition de G. Et donc f
est constante égale a f(0) sur G.

G étant un sous-groupe de R, G est soit dense soit monogeéne. Supposons G dense. Soit x € R. Alors par
caractérisation séquentielle de la densité, 3(7},) € GV tel que T,, — x. Or f est constante égale 3 f(0) sur G, donc
n oo

Mais T, — donc f(T,) — f(z) par continuité. Et donc, par unicité de la limite, f(xz) = f(0). Et

donc f est constante. Donc &, par hypothése.

Donc G n'est pas dense. Et donc da > 0 tel que G = aZ. Donc f a une période fondamentale.

7. On pose f = 1g. Alors f est non constante car f(0) = 1 et f(v/2) = 0. Or Vo € R, f(x + 1) = f(z) car
r+1€Q < z Q. Donc f est périodique.

Mais de plus, sir € Q, alors Vx € R, f(z+7) = f(x) carz +r € Q <= =z € Q. Et donc le groupe des période
de f contient Q. Et QQ n'est pas de la forme aZ avec « > 0 puisqu'il est dense dans R. Donc, a fortiori, le groupe des
périodes de f est aussi dense dans R et n'est donc pas de la forme aZ.

Donc f est périodique, non constante et n'a pas de période fondamentale.



