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Mardi 09 Décembre 2025

Interrogation 11
Dimensions Finies
Correction

Exercice 1 :

Donner les définitions ou énoncés précis suivants avec quantificateurs et rédaction :

1. Théoréme de la base incompléte.

Soit F un K-ev de dimension finie. Toute famille
libre de E peut-étre complétée en une base de F.
ie. si (e1,...,e,) est une famille libre de E, alors
il existe des vecteurs (e1,...,6p) de E tels que
(e1,.. ,€p) est une base de F.

2. Caractérisation des bases en dimension finie.

Soit £ n K-ev de dimension n € N*. Soit B =
(e1,...,epn) une famille de vecteurs de E. Alors B est

une base de F, ssi I3 est une famille libre, ssi B engendre
E.

3. Définition du rang d’une famille de vecteurs.

Soit E un K-ev, soit ey, ..., e, € E. On définit le rang de
(e1,...,en), noté rg(ey,...,ey,), par : rgler,...,e,) =
dim(Vect(eq,...,en)).

4. Caractérisation des supplémentaires en dimension fi-
nie.

5 C6ny €15

Soit £ un K-ev de dimension finie, soit I, G des sev de
E tels que dim(E) = dim(F') + dim(G).

Alors E = F@G (i.e. F et G sont supplémentaires dans
E)ssi FNG = {0}, ssi E=F +G.

Exercice 2 :

5. Formule de Grassmann.
Soit F un K-ev, F, G des sev de E de dimensions finies.
Alors dim(F + G) 4+ dim(F N Q) = dim(F) + dim(G).

6. Caractérisation de la liberté par le rang.

Soit E un K-ev, e1,...,e, € E. Alors rg(eq,...,e,) <
n. De plus, (e1,...,ey,) libre ssi rg(ey, ..., e,) = n.

7. Principe d'extension d'une famille libre.

Soit ' un K-ev, e1,...,ep+1 € E tels que (e1,...,e,)

est libre. Alors (eq,...,e,11) est libre, si et seulement si,
en+1 ¢ Vect(eq,...,en).

8. Définition de la dimension d'un espace vectoriel.
Soit E un K-ev de dimension finie (donc engendré par
une famille finie de vecteurs). La dimension de E, noté
dim(FE), est le nombre de vecteur de n'importe quelle
base de E (toutes les bases de E ont le méme nombre
de vecteurs).

Soit E = {(x,y,2,t) €ER* x+y-+t=y—t=0}) Montrer que E est sev de R* et donner la dimension de E.

Il suffit de calculer :

E={(z,y,2,1) ER4, r+y+t=y—t=0}
= {($7y727t) €R4, xTr = —2y, t:y}
(

= { _2%%279)7 Y,z € R}
= {_y(2a_1707
= Vect((2,—1,0, 1), (0,0, 1,0))

—1)+ 2(0,0,1,0), y,z € R}

def ¥

def opé de R*
def Vect

Donc E est un sev de R? et dim(R) < 2 (car E est engendré par une famille de deux vecteurs).

Soit A\, u € R.

A2,

—1,0,—1) 4 u(0,0,1,0) = 0 <= (2X\, =\, g, —A) =0

def opé R*

liberté base cano de R*



Donc ((2,-1,0,-1),(0,0,1,0)) est libre. Donc ((2,—1,0,—1),(0,0,1,0)) est une base de E, par définition d'une base.
Et donc dim(F) = 2 par définition de la dimension.



