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Probleme 1 (Applications Linéaires) :
Soit  un R-ev de dimension n € N*. Dans tous le probléme, on considére un endomorphisme f de E vérifiant

2= %(f +1dg)

1. On suppose ici que f = aldg pour un certain o € R. Déterminer les valeurs de o possible.
2. On revient au cas général.
(a) Montrer que f est bijectif et exprimer simplement f~1.
(b) Justifier que ker(f —Idp) et ker(f + 1 Idj) sont des sous-espaces vectoriels de E.
(c) Montrer que E = ker(f —Idg) ® ker(f + 3 Idg)
(d) Calculer (f + 31dg) o (f —Idg) et en déduire que ker(f + 4 Idg) = Im(f — Idg).
(e) De méme, justifier que ker(f —Idg) = Im(f + 3 Idg).
3. On suppose désormais que les endomorphisme f et Idg sont linéairement indépendants.
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) Exprimer 3 et f* comme combinaison linéaire de f et Idg

(b) Etablir que Vp € N, 3(a,,b,) € R? tels que f? = a,f + b, Idp.

(c) Déterminer ag,a1,bo, b1 et exprimer ap1 et b,11 en fonction de ay, et by, pour tout p € N.
(d)

Donner une relation de récurrence entre a,;2, ap+1 €t ap, pour tout p € N. En déduire les expressions de

ap, et b, en fonction de p € N. Vérifier que les suites (a,) et (b,) sont convergentes de limite 2/3 et 1/3

respectivement.

(e) On pose g = %f + %IdE. Montrer que g est le projecteur sur ker(f — Idg) parallelement a ker(f + % Idg).

4. On pose M ={\f+ puldg, \, pueR}.

(a) Montrer que M est un sous-espaces vectoriels de £(E) vérifiant Vg,h € M, goh € M et goh=hog

(on dit que (M, +, - ,0) est algébre commutative).
(b) Déterminer la dimension de M (en tant que R-ev, bien siir).

Probleme 2 (BONUX (Dimension de L(E, F))) :
Le but de ce probleme est d'établir la dimension de L(E, F).

Soit E' et F' deux K-ev de dimension finie respective n et p. Soit B = (e1,...,€,) une base de E et C = (eq, ...

une base de F'.
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On considére la base duale B* associée a B. Montrer que B* forme une base de E*.
Montre que Vi € {1,...,n}, Vj € {1,...,p}, efe; définie bien un vecteur de L(E, F).

Montrer que la famille (efe;)1<i<n est une famille libre de vecteurs de L(E, F).
1<j<p
Montrer que (efe;)1<i<n est une famille génératrice de L(E, F).
1<j<p

En déduire que L(F, F') est de dimension finie et donner sa dimension.



