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Interrogation 16
Polynômes 1
Correction

Exercice 1 :
Donner les définitions ou énoncés précis suivants avec quantificateurs et rédaction :

1. Division euclidienne polynomiale.
Soit A, B ∈ K[X], B ̸= 0. Alors ∃!(P, Q) ∈ K[X]2 tel
que A = BP + Q, deg(Q) < deg(B).
2. Formule de Taylor polynomiale.
Soit P ∈ K[X] et a ∈ K. Alors

P (X) =
+∞∑
n=0

P (n)(a)
n! (X − a)n.

3. Définition degré d’un polynôme.
Soit P (X) =

∑+∞
n=0 anXn ∈ K[X]. On définit le degré

de P , noté deg(P ), par :

deg(P ) =
{
−∞ P = 0
max{n ∈ N, an ̸= 0} P ̸= 0

4. Degré d’une somme de polynômes.
Soit A, B ∈ K[X]. Alors deg(A + B) ≤
max(deg(A), deg(B)). De plus, deg(A + B) =
max(deg(A), deg(B)) si, et seulement si, deg(A) ̸=
deg(B) ou (deg(A) = deg(B) et coeff dom(A) +
coeff dom(B) ̸= 0).

5. Listes des polynômes inversibles.
K[X]× = K0[X] \ {0} = {P ∈ K[X], deg(P ) = 0}, i.e.
l’ensemble des polynômes inversible de K[X] est l’en-
semble des polynômes constants non nuls,
6. Définition d’une racine d’un polynôme.
Soit P ∈ K[X] et a ∈ K. On dit que a est une racine de
P si P̃ (a) = 0.
7. Définition d’une famille de polynômes échelonnée en
degré.
Soit P1, . . . , Pn ∈ K[X]. On dit que la famille
(P1, . . . , Pn) est échelonnée en degré si deg(P1) <
deg(P2) < · · · < deg(Pn).
8. Définition du polynôme dérivé.
Soit P (X) =

∑+∞
n=0 anXn ∈ K[X]. On définit le po-

lynôme dérivé de P , noté P ′, par

P ′(X) =


0 deg(P ) ≤ 0
+∞∑
n=1

nanXn−1 deg(P ) ≥ 1

Exercice 2 :
Soit n ∈ N∗. Déterminer le reste de la division euclidienne de Pn(X) = Xn +(X +1)n +(X +2)n par B(X) = X3−X.

D’abord, on factorise le polynôme B : B(X) = X(X2−1) = X(X−1)(X+1). B ̸= 0, donc par division euclidienne,
∃!(Qn, Rn) ∈ R[X]2 tel que Pn(X) = B(X)Qn(X) + Rn(X), deg(Rn) < deg(B) = 3. Donc deg(Rn) ≤ 2. Donc
∃an, bn, cn ∈ R tel que Rn(X) = anX2 + bnX + cn. Donc Pn(X) = Qn(X)B(X) + anX2 + bnX + cn.

Or B a trois racines distinctes, qui sont −1, 0 et 1. En évaluant en les racines de B, on a :
P̃n(−1) = (−1)n + 1 = an − bn + cn

P̃n(0) = 1 + 2n = cn

P̃n(1) = 1 + 2n + 3n = an + bn + cn

⇐⇒


2 + 2n + 3n + (−1)n = 2an + 2cn L1 ← L1 + L3

1 + 2n = cn

2n + 3n − (−1)n = 2bn L3 ← L3 − L1

⇐⇒


2n−1 + 3n

2 + (−1)n

2 − 2n = an L1 ← 1
2L1 − L2

1 + 2n = cn

2n−1 + 3n

2 −
(−1)n

2 − 1− 2n = bn L3 ← 1
2L3 − L2



⇐⇒


an = 3n+(−1)n−2n

2
cn = 1 + 2n

bn = 3n−(−1)n−2n

2 − 1

Donc le reste de la division euclidienne de Pn par B est Rn(X) = 3n+(−1)n−2n

2 X2 + 3n−(−1)n−2n

2 X + 2n + 1.


