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1 Fractions Rationnelles

Exercice 1 :

Soit p,q € Z avec p A ¢ = 1. On consideére la fraction rationnelle :
Xr -1
X1-1

F(X) =

Déterminer les racines et les poles de F' avec leur multiplicités.

Exercice 2 :
Soit F' € K(X).
1. Montrer que si a € K est racine de F' de multiplicité o € N*, alors a est racine de F’ de multiplicité o — 1.

2. Comparer également les pdles de F' et de F’ et leurs multiplicité.

Exercice 3 (*) :
Montrer qu'il n'existe pas de F' € C(X) tel que

1

FI(X) = —.

Exercice 4 (Décomposition en éléments simples dans C(X)) :
Décomposer les fractions rationnelles suivantes en éléments simples dans C(X) :

X242X45

L F(X)= X2_3X+2 2. F(X)= X2+1
3. P = ey aies) 4 F(X) = %
5. F(X)= m 6. F(X)= m
7. F(X) =+ 8. F(X)=(xzopp
9. F(X)= s 10. F(X) = %

Exercice 5 (Décompositions en éléments simples dans R(X)) :
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Décomposer les fractions rationnelles suivantes dans R(X) :

1. F(X)= m 2. F(X) X3)—(?:)}+2

3. F(X)= m 4. F(X)= x5

5. F(X) = erenoirsxes 6. F(X)= romp—=xe
7. F(X)= (X4+X2+1)){(X4 XZH0) 8. F(X)= %

Exercice 6 (*) :
Soit n € N* et w = e2i7/m,

1. Soit P € C[X] tel que P(wX) = P(X). Montrer que 3Q € C[X] tel que P(X) = Q(X™).

2. En déduire la réduction au méme dénominateur de la fraction rationnelle

n—1 k
X+w
F(X):];Jx_wk.

Exercice 7 (*) :
Soit n € N* et ag,...,an,bg,...,b, € R. Soit

fix— zn:(ak cos(kx) + by sin(kx)).
k=0

Montrer que f s'annule au plus 2n fois sur [0, 27].

Exercice 8 :
Soit n € N. Décomposer en éléments simples la fraction

n!
F,(X)= .
(X) X(X-1)(X-2)...(X —n)
Exercice 9 :
Soit A1,..., A, des complexes deux a deux distincts et P(X) = [[;_;(X — Ax). Exprimer en fonction de P et
de ses dérivées les fractions
Y =Y B = Y L
=1 X =X k=1 (X o )\k) 1<k#0<n (X - )‘k)(X - )‘Z)
Exercice 10 :
Soit )
FX)=— X
(X) = 557 €C0)
1. Effectuer la décomposition en éléments simples de F', puis en déduire une expression de F™) pour tout
n € N.
2. Montrer Vn € N, 3P, € R,[X] tel que
P (X)
rF(x)= -/
0 (X2 1)ntt
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3. Déterminer les racines de P,.

Exercice 11 :
Soit P € C[X] scindé a racines simples z1, ..., 2y, n > 2.

1. Former la décomposition en éléments simples de %.

2. En supposant que }/(O) # 0, montrer que

3. Effectuer la décomposition en éléments simple de .
4. En déduit que

Exercice 12 :
Etudier I'existence de solutions du systéme

z —

_T _Yy
14a + 1+2a + 1+3a —

_ZT _Yy _z
2+a + 2+2a + 24+3a

€T Yy z _
Sta T 3792 T 3332 = |

Exercice 13 :
Soit a1,...,an,b1,...,b, € C 2 a 2 distincts tels que Vi,j € {1,...,n}, a; +b; # 0. Résoudre le systeme

Zj .
) aiis; = 1 pour tout i € {1,...,n}.

Exercice 14 (**) :
Soit P(X) = Y7 _,arX* € R[X] dont toutes les racines sont réelles.
~ ~ ~
1. Montrer que Vz € R, P'(2)? — P(x)P"(z) > 0.
2. En déduire
Vke{l,...,n—1}, ap_1ap41 < a3.

Exercice 15 (**) :
Soit P € K[X] avec deg(P) =n € N tel que

1 N
Vk e {l1,...,n}, / 2% P(z)dz = 0.
0

1’\/.1'21'_77/ 2( 1,\1$ $>2
/OP()d —(n+1) /OP()d .

Exercice 16 (Polynémes symétriques) :
On dit qu'un polyndme P € C[X] de degré n est symétrique s'il s'écrit P(X) = S 7_,ar X" avec Vk €
{0,...,n}, ax = ap_g.

Montrer que
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Soit P € C[X]| de degré n. Montrer que P est symétrique si, et seulement si, P(X) = X"P(1/X).
Montrer qu'un produit de polyn6mes symétriques est symétrique.

Soit P, Q € C[X] symétriques tels que P|Q). Montrer que % est symétrique.

sl N .

Soit P € C[X]| symétrique.

(a) Soit a € C. Montrer que si « est racine de P, alors v # 0 et L est racine de P.

(b

)
(c) Montrer que si P est de degré impair, alors —1 est racine de P.
(d)

Montrer que si 1 est racine de P, alors 1 est racine au moins double de P.
Montrer que si P est de degré pair et si —1 est racine de P, alors —1 est racine au moins double de
5. Soit P € C[X] symétrique de degré pair 2n. Montrer qu'il existe asy, b1, ..., b, € C tels que

P(X) = agn [[(X? + b X +1).
k=1

6. Que dire de P si P € C[X] symétrique de degré impair?

2 Shampooing (Tout-en-un)

Exercice 17 (Polynéme de Tchebychev [V][V]) :

Partie 1 : Généralités

1. Montrer que Vn € N, 3!P,, € R[X] tel que V0 € R, :BT:(COS(Q)) = cos(nb).
On définit, pour tout n € N, le polynéme T,, par :

To(X) =1
TV(X) =X
Vn €N, Thia(X) = 2XTpi1(X) — Tp(X)

2. Calculer T5, Ts.
3. Montrer que Vn € N, V8 € R, ﬁ(cos(@)) = cos(nf).
Indic : Par récurrence. Ou pas.

4. Déterminer le degré des polyndémes T,.
Indic : Récurrence encore.

5. Etudier la parité des polynémes T,,.

6. Montrer que les polyndmes T, sont a coefficients entiers et calculer leurs coefficients dominants.
Indic : Récurrence ...

7. En utilisant la questions 3., trouver les racines de T}, et en déduire un factorisation de 7;, pour n > 1.

8. En déduire les valeurs de Zk o COS ((2k+1 ) et H” o COS <(2k+1) ) pour tout n > 1.

9. Montrer que T, est solution de I'équation différentielle

(22 = 1)y" +zy —n’y=0

10. Effectuer la décomposition en éléments simples de % pour n > 1.
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Partie 2 : Décompositions en éléments simples

Dans toute la suite du probléme, on prend n € N* et on pose Vk € {0,...,2n — 1}, 0 = 2’3—:;1#

v
11. Soit P € Rgy,_1[X]. Déterminer la décomposition en éléments simples de ﬁ en fonctions des P(cos(6y)).

12. Montrer que

Y (cos(8)) 22 m sin(2my) cos(0)
vm € {0,...,n}, V0 € [0,20[\{bo, ..., 001}, =227 — -1 — .
{ ! [ A b Tgn(COS(9>) kE::o (=1) n cos(0)? — cos(0y)?
13. En déduire que
2t sin(2méy,)
Ym € {0,...,n}, Z DFI="0 — A,

sin(6y)?
14. Une identité de Riesz : On souhaite montrer I'identitée de Riesz :
2n—1 (0420
P(e’L( + k))
VP eR, Vo € R, ZGP’ 0y = — S —
€ Ru[X], VO ER, de Z 2sin(0y)?

(a) Montrer qu'il suffit d'établir I'identitée de Riesz pour les polynémes P,,(X) = X™ pour tout m < n.
(b) Soit m < n. Montrer que |'identitée de Riesz pour P, (X) = X™ est équivalente a

2n—1 k€2im0k
—1 = 43 .
N T

(c) Calculer, pour tout k € {0,...,2n — 1}, 0 + 02— 1.
(d) Conclure.
Les polynémes de Tchebychev sont des polynémes hyper classiques. lls font partis du folklore mathématique.

On peut faire encore beaucoup de choses avec ces polyndmes, comme trouver une autre équation différentielles
vérifiée par ces polynémes, trouver des expressions de ces polyndmes etc (voir graphe)


https://www.desmos.com/calculator/iyedu1m9dq
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