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Interrogation 17
Polynômes 2
Correction

Exercice 1 :
Donner les définitions ou énoncés précis suivants avec quantificateurs et rédaction :

1. Définition d’un polynôme scindé.
Soit P ∈ K[X]. P est dit scindé s’il peut s’écrire sous
la forme d’un produit de polynôme de degré 1, i.e. P
est scindé si ∃n ∈ N∗, ∃α, x0, . . . , xn ∈ K, α ̸= 0,
∃m1, . . . , mn ∈ N∗ tel que P (X) = α

∏n
k=1(X −xk)mk .

2. Caractérisation de la multiplicité par les dérivées.
Soit P ∈ K[X], a ∈ K, n ∈ N. Alors a est une racine de
P de multiplicité n si, et seulement si, ∀k ∈ {0, . . . , n −

1}, P (k)
:

(a) = 0 et P (n)
:

(a) ̸= 0.
3. Théorème de D’Alembert-Gauss.
Soit P ∈ C[X]. Si deg(P ) ≥ 1, alors P a (au moins)
une racine dans C.
4. Polynômes irréductibles de R[X].
Les polynômes irréductibles de R[X] sont les polynômes
de degré 1 ; et les polynômes de degré 2 de discriminant
< 0.

5. Définition des polynômes interpolateur de Lagrange.
Soit x0, . . . , xn ∈ K deux à deux distincts. On définit
les polynômes interpolateur de Lagrange en x0, . . . , xn,
notés L0, . . . , Ln par :

∀k ∈ {0, . . . , n}, Lk(X) =
n∏

j=0
j ̸=k

X − xj

xk − xk
.

6. Relations coefficients/racines (générale).
Soit P ∈ K[X] scindé, n = deg(P ) ≥ 1, x1, . . . , xn ∈ K
les racines de P (comptées avec multiplicités). Soit
a0, . . . , an ∈ K tel que P (X) =

∑n
k=0 akXk et

σ1, . . . , σn les fonctions symétriques élémentaires en
x1, . . . , xn. Alors

∀k ∈ {1, . . . , n}, σk = (−1)k an−k

an
.

En particulier :
n∏

k=1
xk = (−1)n a0

an
et

n∑
k=1

xk = −an−1
an

7. Propriétés des polynômes interpolateur de Lagrange.
Soit x0, . . . , xn ∈ K deux à deux distincts, L0, . . . , Ln

les polynômes interpolateur de Lagrange en x0, . . . , xn.
Alors ∀k ∈ {0, . . . , n}, deg(Lk) = n ; ∀i, j ∈ {0, . . . , n},
L̃i(xj) = δi,j ; et (L0, . . . , Ln) est une base de Kn[X].
8. Caractérisation de la multiplicité par la divisibilité.
Soit P ∈ K[X], a ∈ K, m ∈ N. Alors a est racine de P
de multiplicité m si, et seulement si, ∃Q ∈ K[X] tel que
P (X) = (X − a)mQ(X) et Q̃(a) ̸= 0.

Exercice 2 :

Résoudre le système :


x + y + z = 1
1
x + 1

y + 1
z = 1

1
xy + 1

xz + 1
yz = 1

Soit x, y, z ∈ C vérifiant le système précédent. En particulier, on a

1 = 1
xy

+ 1
xz

+ 1
yz

= x + y + z

xyz
= 1

xyz



Donc xyz = 1. Et
1 = 1

x
+ 1

y
+ 1

z
= xy + xz + yz

xyz
= xy + xz + yz

Donc : 
x + y + z = 1
1
x + 1

y + 1
z = 1

1
xy + 1

yz + 1
xz = 1

⇐⇒


x + y + z = 1
xy + yz + xz = 1
xyz = 1

⇐⇒ x, y, z racines de X3 − X2 + X − 1 relation coeff/racines
⇐⇒ x, y, z racines de X2(X − 1) + X − 1
⇐⇒ x, y, z racines de (X − 1)(X + i)(X − i)
⇐⇒ (x, y, z) ∈ {(1, i, −i), (1, −i, i), (i, 1, −i), (i, −i, 1), (−i, 1, i), (−i, i, 1)}.


