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A SYSTEM OF INCONSISTENT EQUATIONS
WALKS INTO A DOCTOR'S OFFICE...

SORRY, BUT I

g CAN'T HELP YOL.
E‘l@ i 3x-2y-4z=4:
— 2x-4y-22=5}

Le but de ce chapitre est de voir comment gérer les systémes d'équations linéaires. On en a déja
croisé souvent, notamment pour déterminer si une famille de vecteur est libre ou non par exemple
ou pour décomposer un vecteur dans un certaine base. Ce ne sont la que des exemples.

Jusqu'a présent, on avait résolu ces systémes un peu empiriquement sans trop se soucier de la
facon dont le faisait. On va corriger cette erreur. On va voir les mécanismes qui se cachent derriére
la résolution de tels systémes et les structures des solutions de ces systémes. |l faudra désormais
toujours utiliser ces techniques (a savoir le pivot de Gauss).
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[3  Applications|

1 Présentation des systemes linéaires

1.1 Définitions

Définition 1.1 (Systeéme linéaire de p équations a n inconnues) :

Soit n,p > 1, (ai;)1<i<p € K™ et (bj)i<j<p € KP. Un systéme de p équations a n inconnues
1<j<n B

est un systéme de la forme

1,171 + a1222 + - - 4+ a1 px, = by

a2,121 + a22%2 + -+ + a2 nTy = ba

(S)
a; 121 + a; 272 + -+ Qi p Ty = b;
ap1T1 + Ap2T2 + -+ ApnTn = bp
ol x1,...,x, sont les inconnues.

Définition 1.2 (Systéme linéaire homogene associé a un systéme d'équations) :
Soit n,p > 1, (am‘) 1<i<p € K"P,
1<j<n
On appelle systeme homogene associé au systéme (S) le systéme

a1171 +ay 2T+ +a1nTy =0

(2,171 + a2 2T + -+ - +agpxr, =0

a; 171 + ;202 + -+ + Ty =0

ap1T1 + Ap2To + -+ + appTn =0




1 PRESENTATION DES SYSTEMES LINEAIRES 1.2 Ecriture matricielle

Définition 1.3 (Résoudre un systeme) :

Résoudre un systeme (S), c’est trouver I'ensemble S des n-uplets (z1,...,z,) € K" vérifiant le
systeme (S).

1.2 Ecriture matricielle

Définition 1.4 (Matrices associées a un systéme) :
Soit (S) un systéme d'équations linéaires. On définit les matrices associées au systeme (S) comme
les matrices A € M,,,(K) et B € M, 1(K) définies par

A=(aij)igien et B=(bhg<

La matrice A est appelé matrice du systéme et B la matrice du second membre du systeme.

Définition 1.5 (Matrice augmentée) :
Soit (S) un systéme d’équations linéaires de matrices associées A € M, ,(K) et B € M, 1(K).
On appelle matrice augmentée de (S), la matrice

air ... Qin bl air ... Qin bl
(AlB) = S A

ap1 .. Gpn | by ap1 .. Qpn | bp

Remarque :

La manipulation des matrices augmentées est au programme. Je vous ais donné la définition. Mais
je ne les utiliserais jamais. Le probléeme c’est que cette notation n'est que pratique. Elle n'est motivé
que par la flemme. Donc elle est mauvaise. Elle n’a plus de sens. On ne voit plus apparaitre le systéme
sous-jasent, on ne voit plus que c’est une équation. Et donc de fait, c’est une mauvaise notation. Je
vous la déconseille fortement. Il est préférable d'écrire AX = B et de manipuler cette expression.
Ca fonctionne de la méme maniére. Mais avec cette notation, on voit le systéme apparaitre, donc
on sait ce que I'on fait. Et surtout, il y a certaines manipulations qui peuvent mélanger les variables.
Mais ¢a ne se voit pas avec les matrices augmentées alors qu’avec I'écriture AX = B, on voit tout
ce qui se passe. Elle permet d'éviter de faire des erreurs en faisant des opérations sans savoir a quoi
elles correspondent et de faire des manipulations interdites ou malvenues.

Exemple 1.1 :



1 PRESENTATION DES SYSTEMES LINEAIRES 1.3 Opérations élémentaires sur les systémes

Donner les éléments matriciels du systéme
r+y—2=0
r—2z=1
-+ 2y —3z2= -2

Remarque :
On pourra donc écrire un systéme également sous sa forme matricielle
AX =B
1
avec X = |, autrement dit
T,
ai1 ... Qin T bl
(8) =
ap1 .. Qpp Tn by

1.3 Opérations élémentaires sur les systémes

1.3.1 Matrices d’opérations élémentaires

Définition 1.6 (Opérations élémentaires sur un systéme) :
Soit (S) un systéme d'équations linéaires. Les opérations élémentaires sur le systémes (S) sont :

= L'échange de la ligne L; et de la Lj, noté L; <+ L.
= La multiplication d'une ligne L; par un scalaire A # 0, noté L; < A\L;
= L’ajout de la ligne AL; a la ligne L; ou A € K, noté L; <— A\L; + L;.

[11 ATTENTION !!! |I

A Faire des opérations sur les lignes du systémes modifie également la matrice B, le second

membre. C'est la matrice A qui nous intéresse, mais il ne faut pas oublier pour autant la
matrice B et de retranscrire ces opérations sur la matrice B (qui a aussi des lignes et autant
que la matrices A).



1 PRESENTATION DES SYSTEMES LINEAIRES 1.3 Opérations élémentaires sur les systémes

On rappelle que multiplier une matrice a droite revient a faire des opérations sur les colonnes et
la multiplier a gauche revient a faire des opérations sur les lignes.
Matriciellement, des opérations sur les lignes reviennent donc a multiplier a gauche par une
matrice. Donc
(S) = AX=B < (PAX=PB «— AX=D

avec A’ = PAet B' = PB.

[11 ATTENTION !!! |I

A Pour garder les méme solutions du systémes, i.e. pour ne pas changer le systéme, il faut
le multiplier par des matrices INVERSIBLES! Si les matrices ne sont pas inversibles, on
introduit un noyau qui va “écraser” les choses et introduire du vide et donc des solutions en
plus.

Proposition 1.1 :
Les opérations élémentaires sur un systéeme correspondent aux mémes opérations élémentaires
sur les lignes de la matrice du systéme.

Proposition 1.2 (Matrices d’opérations élémentaires) :
Les matrices de M,,(K) suivantes sont inversibles :

L In+AE;javec A e Ket1 <i#j<n.
2. In+(A=1)E;; avec A e K et 1 <i<n.
3. gi,j =I,-LE;—FE;;+ L+ FE;; avec 1 <i#j5<n.

Démonstration :

1. La matrice I, + A\E;; est triangulaire supérieure ou triangulaire inférieur (selon si i < j ou
i > 7). Sa diagonale n'est composée que de 1, donc elle est inversible. On a

I, + )\Ei,j =
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2. Ona

1

Donc c'est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont tous non nuls.
3. On a 5227]. = I,. Donc &, j est inversible (et 8&1 =& ;).

On refera cette démonstration dans le prochain cours sur les déterminants.

Remarque :
On pourra démontrer un peu plus tard que toutes matrices inversibles peut s'écrire comme produits
de matrices d’opérations élémentaires bien choisis.
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1.3.2 Opérations élémentaires sur les lignes
On rappelle les résultats suivants qui ont été déja vus :
Proposition 1.3 (Multiplication a gauche agit sur les lignes [V]) :
Soit A = (a; ;) 1<i<p € Mpn(K).
1<j<n
Alors Vk,i € {1,...,p},

0
(0)
Ek,iA: a1 ... Qin | = LZ(A) — k
0
(0) :
0

Démonstration :
On a E].M'A € Mpm(K). On note Ek,i = <5k,rés,z‘)1§r,s§p et Ekﬂ'A = (b&j) 1<e<p. On a alors

1<j<n
Veed{l,...,p}etVje{l,...,n},

p
bej = Z Ok 00s,is 5 = Ok 0 j
s=1

donc by ; = 0 dés que £ # k et by ; = a; j. D'ou le résultat. O

Proposition 1.4 (Opérations élémentaires sur les lignes) :
Soit A € M, ,(K).
1. Soit A e Ket1 <i# j <p,lamatrice (I,+AE; ;) A est la matrice obtenue en ajoutant
A fois la j-éme ligne de A a sa i-éme ligne.
On note cette manipulation L; <= L; + ALj;.
2. Soit \e K*eti e {1,...,p}. La matrice (I, + (A —1)E; ;) A est obtenue en multipliant
la i-eme ligne de A par A # 0.
On note cette manipulation L; < \L;
3. Soit 1 < ¢ # j < p. La matrice &; ;A est obtenue en échangeant la i-€me ligne avec la
j-eéme ligne de A.
On note cette manipulation L; <+ Lj;.
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Démonstration :
Il suffit de reprendre la proposition précédente. O

Proposition 1.5 :
Les opérations élémentaires sur les lignes conservent le rang

Démonstration :
Ce sont des multiplications matricielles par des matrices inversibles. O

Définition 1.7 (Matrices équivalentes par lignes) :
Soit A, A" € M,, ,(K).

On dit que A et A’ sont équivalentes par lignes, et on note A ~ A’ si elles se déduisent I'une
de I'autre par un nombre finie d'opérations sur les lignes.

Proposition 1.6 (Matrices équivalentes par lignes) :
Soit A, B € M), ,(K). Alors

AALJB < 3Q € GL,(K), QA=B

Démonstration :

D'aprés une remarque précédente (qui sera prouvée dans le chapitre prochain), toute matrice in-
versible peut s'écrire comme le produit de matrices d'opérations élémentaires. Ce qui donne le sens
indirecte. Et le sens directe est évident car les matrices d'opérations élémentaires sont inversibles. [

Exemple 1.2 :

L P , . : -1 -1 1
Donner une matrice simple équivalente par ligne a la matrice ( 2 0 2).
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Remarque :
~ est une relation d'équivalence.

Proposition 1.7 (Les opérations sur les lignes conservent le rang) :
Soit A, A" € M, »(K).
Ar; A = rgA=1g A

Remarque :
Le rang est donc constant sur les classes d'équivalences de la relation d'équivalence .

Exemple 1.3 :
Montrer que
1 1 1 2
rg| 2 2 1 3[=3
-1 010

Proposition 1.8 (Effet des opérations élémentaires sur les lignes) :
Soit A € M, ,(K).
Les opérations élémentaires sur les lignes de A conservent le noyau de A.

Démonstration :

Faire des opérations élémentaires sur les lignes revient a multiplier A a gauche par une matrice P
inversible qui est le produit de matrices d'opérations élémentaires. P étant inversible, on a ker(A) =
ker(PA). En effet, x € ker(4d) <= AX =0 < PAX =0 <= uz € ker(PA) car P est
inversible. O
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1.3.3 Opérations élémentaires sur les colonnes

Proposition 1.9 (Multiplication a droite agit les colonnes [v]) :
Soit A = (am‘) 1<i<p € MP’H(K).
1<5<n
Alors Vk, ¢ € {1,...,n},

aye
AEie= () : (0)]= (O o 0 Ce(4) 0 ... O)

Ap,e

Démonstration :

On note encore Eyj = (0¢40sk)1<rs<n € AEpg = (bij)1<i<p. Alors, Vi € {1,...

1<5<n

{1,...,n},
n
bij = Z @i 0r 005 1 = Qi 005
r=1

donc b; ; =0sij#ketb=a;y.

Proposition 1.10 (Opérations élémentaires sur les colonnes) :
Soit A € M, ,(K).

,phetVj €

1. Soit A € Ket1l <i# j <n,alors A(I,, + AE; ;) est obtenue en ajoutant X fois la

i-eme colonne de A a la j-éme colonne de A.
On note cette manipulation C; <= C; + AC;.

2. Soit A € K* et 1 < i < n. La matrice A(I,, + (A — 1)E;;) est la matrice obtenue en

multipliant la i-éme colonne de A par A # 0.
On note cette manipulation C; <+ AC;.

3. Soit 1 < i # j < n. La matrice A; ; est obtenue en échangeant la i-eme colonne et la

j-eme colonne.
On note cette manipulation C; <+ Cj.

Proposition 1.11 :
Les opérations élémentaires sur les colonnes conservent le rang.

10
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Définition 1.8 (Matrices équivalentes par colonnes) :
Soit A, A" € My, ,(K).

Les matrices A et A’ sont dites équivalentes par colonnes, et on note A ~ A, si Aet A se
déduisent I'une de I'autre par un nombre finie d'opérations sur les colonnes.

Remarque :
La encore, on peut reformule ¢a sous la forme

AE’B <= 3P € GL,(K), AP = B.

Proposition 1.12 :
Soit A, A" € My, »(K).
AAC/ A = rgA=1gA

Remarque :
~ est une relation d'équivalence.

Exemple 1.4 :

. . . 1 11 .
Déterminer le rang de la matrice 11 1) raisonnant sur les colonnes.

Remarque :
En résumé :

= En multipliant une matrice par la droite, on opére sur les colonnes

= En multipliant une matrice par la gauche, on opére sur les lignes.

Proposition 1.13 (Effet sur la matrice des opérations élémentaires sur les colonnes) :
Soit A € M, ,(K).
Les opérations élémentaires sur les colonnes de A conservent I'image de A.

Démonstration :
Par définition du rang d'une matrice et par stabilité d'un Vect par substitution, faire des opérations
élémentaires sur les colonnes ne change pas l'image. Plus précisément, faire des opérations sur

11
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les colonnes de A revient a multiplier A a droite par une matrice inversible P obtenue par pro-
duit de matrices d'opérations élémentaires. Et donc y € Im(4) <= 3z € KP, ¥ = AX =
(AP)(P7'X) <= y € Im(AP) puisque P est inversible. O

1.3.4 Matrices équivalentes, systéemes équivalents

Définition 1.9 (Matrices équivalentes) :
Soit A, B € M, »(K).

On dit que les matrices A et B sont équivalentes si 3P € GL,(K) et 3Q € GL,,(K) tels que
B =P 1'AQ. On note A ~ B.

Proposition 1.14 :
La relation ~ est une relation d’'équivalence.

Remarque :
La relation d'équivalence matricielle correspond donc a des opérations élémentaires sur les lignes ET
les colonnes.

Proposition 1.15 :
Le rang est constant sur les classes d'équivalences de I'équivalence matricielle, i.e. VA €
M, 0 (K), VP € GL,(K), VQ € GL,(K), rg(A4) = rg(P1AQ).

Proposition 1.16 (Systémes équivalents) :
Soit (S) un systéme d'équations linéaires et (S’) un systéme d'équations linéaires obtenues
par un nombre finies d'opérations élémentaires sur les lignes de (S).

Alors le systeme (S) est équivalent (logiquement équivalent) au systéme (S’). Autrement
dit, (S) et (S’) ont le méme ensemble de solutions.

On note, selon les opérations nécessaires pour passer du systéme (S) au systéme (S') :

(S) <= (S) et (S) « (S) et () — ()

Li<L; Lij+AL; Li+L;+AL;

Démonstration :

Les matrices A et A’ des systémes (S) et (S’) se déduisent I'une de I'autre par opérations élémentaires
sur leurs lignes. Et le passage de |'une a I'autre se fait donc par la multiplication par une matrice
inversible. En effet, matriciellement, si on note P la matrice inversible correspondant a la succession

12
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d'opérations sur les lignes, on a

(S) &= AX=B < PAX =PB < (§)

Exemple 1.5 :

. R 11 -1 (1
Résoudre le systéme (1 5 1 ) X = <2>

1.3.5 Pivots de Gauss

Définition 1.10 (Systeme échelonné, Pivots) :

Un systéme (S) est dit échelonné si sa matrice associée est triangulaire supérieure, i.e. s'il est de
la forme

a1,1r1 + ajpre + a13rz + + aipTy, + + a1z, = by
a22T2 + a23r3 + ... + a2pTp + + agnpxy, = by

a3s3rsy + + agprpy + + aznrn = b3

appTp + ... + apnTn, = by

Donc :
= si une ligne est nulle, toutes les lignes suivantes doivent étre nulles

= chaque ligne non nulle commence par strictement plus de zéro que la ligne précédente.

Dans ce cas, on appelle pivots du systéme les premiers coefficients non nuls de chaque ligne.

Exemple 1.6 :
Le systeme suivant est échelonné

1‘1 + 3x9 — I3 =1

.7}2 + dz3 + x4

$4:0

I
|
[

et 2, —3 et —3 sont les pivots du systeme.

13
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Proposition 1.17 :
La matrice associée a un systéeme échelonné est une matrice triangulaire supérieure.

Remarque :
En observant la matrice d'un systeme échelonné, les pivots du systeme sont les premiers coefficients
non nuls de chaque ligne de la matrice (/A\qui ne sont pas forcément sur la diagonale!)

1.3.6 Inversion de matrices

Les opérations élémentaires sur les lignes permettent de pouvoir inverser des matrices. En mettant
en paralléle la matrice a inverser et la matrice identité, les opérations élémentaires sur les lignes de
la matrice a inverser pour la transformer en l'identité permettent de transformer I'identité en son
inverse. Observons sur un exemple :

1 1 2 100

1 0 3 010

11 0 00 1

1 -1 2 1 00

Ly Ly = In 0 1 1 110
L3+ Ls+ 14 0 1 0 1
1 -1 0 0 0 -1
Ly L= Ls 1 0 ~3/2 1 —1/2
Lrelo=sls g o 1 0 1
100 ~3/2 1 -3/2
L1L<_:1;£L2 010 —3/2 1 —1/2
BT 00 1 1/2 0 1/2

Cette technique est la technique d’inversion de matrice qui est effectivement a votre programme.
[l existe d'autre formule pour inverser une matrice. L'une d'entre elles utilise les déterminants que
nous ferons dans le prochain chapitre. Elle n’est officiellement pas au programme mais est bien plus
jolie. Je vous la donnerai a titre indicatif. Mais vous serez obligé d'utiliser la méthode au-dessus pour
inverser une matrice.

Remarque :
On peut faire la méthode en raisonnant sur les colonnes. Mais attention dans ce cas a la présentation
qui ne donne plus les correspondances visuelles.

Il est également possible de mélanger les opérations sur les lignes et sur les colonnes. En effet,
cela reviendrait a multiplier la matrice A par deux matrices inversibles obtenues comme produit de
matrices d'opérations élémentaires telles que PA(Q) = I,,. Et donc, A est inversible.

A\Attention cependant! Dans ce cas, il ne faut pas faire des opérations sur les lignes ET les
colonnes a la méme étape! |l faut bien séparer ce que I'on fait. On ne peut pas tout faire en méme
temps. Sinon, il faudrait pouvoir prévoir les différentes interactions des lignes sur les colonnes. Ce
qui n'est pas raisonnable.

14



2 RESOLUTION DE SYSTEMES

Exemple 1.7 :
Inverser les matrices
1 0 01
12 11 1 :g 0110
-1 9 5 1 1 0101
1 0 00
2 Résolution de systémes
2.1 Pivot de Gauss
Proposition 2.1 :
Toute matrice A € M, ,(K) est équivalente & une matrice de la forme L Orin—r
Op—r,r Op—r,n—r
ol r=rgA.
Démonstration :

Soit f I'application linéaire canoniquement associée a A. Donc f € L(K™,KP). donc ker f est un sev
de K. Par un corollaire du théoréme du rang, tout supplémentaire de ker f est de dimension r. Soit
H un supplémentaire de ker f dans K". Donc K" = H @ ker f. Soit B = (e1,...,€r,€r41,---,€p)
une base de K" adaptée a la somme directe. Donc (eq,...,e,) est une base de H et (e,41,...,6,)
est une base de ker f.

Alors (f(e1), ..., f(er)) est une base de Im f (puisque f est un isomorphisme de H sur Im f). Soit
maintenant G un supplémentaire de Im f dans KP. On choisit compléte alors la famille (f(e1),. .., f(er))
par une base de G ce qui nous fournit une base de KP adaptée a la somme directe KP = Imp & G.

Relativement a ces deux bases, la matrice de f est alors

Matc g(f) = Matc(f(B)) = (I(; 8)

Finalement, en composant par les matrices de changement de bases, on a

A= Matcanop,canon (f) = MatcanoZNC (IdlKP) MatC,B(f) MatB,canon (IdK”)

15



2 RESOLUTION DE SYSTEMES 2.1 Pivot de Gauss

Proposition 2.2 :
Soit A € M,,,(K).
Alors rg A = r alors 3T € 7,7 (K) et 3Q € GL,(K) telles que

T *
-1
A= Q <0p—r,r 0p—r,n—r>

Remarque :

Attention, la matrice 7' n'est pas forcément inversible (i.e. elle n'est pas forcément de rang r
également). Le rang de A correspond au rang de toutes les  premiéres lignes, en prenant en compte
le “x". Voir exemple [1.6]

Remarque :
Cette proposition est encore vraie en colonne (mais on perd le lien avec les systéme) :

3P € GL,(K), 3T € T (K), A= (Z 8) P

Que I'on peut reformuler dans une version “systéeme” :

Proposition 2.3 :
Tout systeme d'équations linéaires est équivalent par lignes a un systeme échelonné en lignes.

Autrement dit, et c'est ¢a qu'il faut retenir, on peut échelonner un systéme par une suite
d’opérations sur les lignes.
La démonstration consiste en |'application de I'algorithme du Pivot de Gauss (voir cours d'info) :

[Algorithme du Pivot de Gauss]
Un systeme linéaire de p équations dont les lignes sont L1, ..., L, d'inconnues z1, ..., Zy,.

= Pour k allant de 1 a min(n, p)
= Siil existe une ligne L; avec ¢ > k ol le coefficient a; ;, de x;, est non nul, alors :
n L Ly
» Pour j variant de kK + 1 a p,

@ python

= Lj(-Lj—MLk

A,k

Proposition 2.4 :
Le rang d'un systéme correspond au nombre de pivot du systeme.

16



2 RESOLUTION DE SYSTEMES 2.1 Pivot de Gauss

Démonstration :
[l suffit de triangulariser la matrice. O
Exemple 2.1 :
a 1
Déterminer le rang de la matrice | —1 2 1
a 1 a+1

Définition 2.1 (Systeme incompatible) :
On dit qu'un systéme (S) est incompatible s'il existe, une fois mis sous sa forme échelonnée, une
ligne de la forme "0 = a" avec a # 0.

Proposition 2.5 (Solutions d’un systéme incompatible) :
Soit (S) un systeme d'équations linéaires incompatible et S son ensemble de solutions (donc

S c K").
Alors S = ().
Démonstration :

Si le systeme a une solution, alors le systéme échelonnée correspondant doit avoir une solution (la
méme). Donc toutes les équations doivent &tre vérifiées. En particulier, on doit avoir 0 = o # 0. Ce
qui aboutit trés clairement 3 &, ]

Proposition 2.6 (Caractérisation des systémes compatibles) :
Soit (§) AX = B un systéme d'équations linéaires écrit sous forme matricielle, avec A €
My, (K) et B € M, 1(K).

On a équivalence entre :

(i) Le systeme (S) est compatible
(i) b € Im(A), ot b est le vecteur de RP canoniquement associé a B
(iii) rg(A|B) = rg(4)
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2 RESOLUTION DE SYSTEMES 2.1 Pivot de Gauss

Démonstration :

(i) <= (ii) | La meilleure fagon de le voir est de repasser par le point de vue vectoriel. Si on note
f I'application linéaire canoniquement associée a A et b le vecteur canoniquement associé a B. Le
systéme s'écrit alors vectoriellement, f(z) = b. Et de ce point de vue, il est clair que si b ¢ Im f, il
n'y a pas de solutions.

(i) <= (iii) |On note C4, ..., Cy, les colonnes de A. Si S est compatible, alors 3z1,...,z, € K
tel que B = )'_; x;C). Dans ce cas

1g(A|B) = 1g(C1,...,Cn, B) = 1g(C1,...,Cy) = 18(A).

Inversement, sirg(A|B) = rg(A), alorsrg(C4,...,Cp, B) =1g(Ch,...,Cy). Mais Vect(C1,...,Cy) C
Vect(C1,...,Cy, B). Donc on en déduit Vect(C1,...,C,, B) = Vect(C,...,Cy). On en déduit
donc 3zy,...,z, € K tel que B =Y _; 21C. O

Proposition 2.7 (Nombre de solutions d’un systéeme) :
Soit (S) un systéme de p équations a n inconnues. Soit r le rang du systéme et S I'ensemble
des solutions (dans K").

1. Sir =n, alors
(a) si le systéme est incompatible, il n’admet aucune solution, i.e. S = ()
(b) sinon, le systéme admet une unique, i.e. 3lzg € K*, S = {xg} C K™
2. Sir <mn, alors

(a) si le systéme est incompatible, alors S =0
(b) sinon, S a une infinité de solutions paramétrées par n — r paramétres

Démonstration :
On note A la matrice du systéme. La premiére remarque est que comme r < min(n,p), pour avoir
r = n, cela nécessite d'avoir n < p. On a donc moins d'inconnues que d'équations.

1. On suppose donc que rg A = r = n. Donc A est équivalente par ligne a une matrice
T T 12 .
* = . Et comme rg A = r =n =rgT, les éléments de la diagonale
Op—T,T Op_rvo OP—T,T

de T sont non nuls. Donc la matrice T est inversible. Et on a

T

(§) <= AX =B «— (0

)X:B’ «— TX=C

/
by
ou C = | : | sont les n premiers éléments de la colonne B’ et B’ est la matrice obtenue a
/
bn
partir de B en faisant le opérations élémentaires sur les lignes qui permettent de passer de la

18



2 RESOLUTION DE SYSTEMES 2.1 Pivot de Gauss

matrice A a la matrice Nk Si le systéme est incompatible, il n'y a rien a faire. Dans I'autre

cas, les éléments b;, ;| a b;, sont tous nuls puisque le systeme est supposé compatible.
Mais la matrice T est inversible puisque sa diagonale n'a que des éléments non nuls. Donc
X = T7!C est 'unique solution du systeme.

2. On notera que I'on doit avoir r < p et r < n. On va commencer par le cas r = p < n pour
comprendre ce qu'il se passe et on va généraliser ensuite au cas » < min(p,n). Si r = p < n,
alors on a un systéme de la forme

(1 +)x =8

On a donc

Vk e {1,...,p}, Zak,jmj = b,

j=k
p n
/
= Vke{l,...ph ) angry =t — Y ap;z;
Jj=k Jj=p+1
/ n
ail ... aip\ (71 by = 2 i p1 01,55
= )= :
/ n
0 o app/ \2p by = X jmpt1 Op, T

On retombe dans le cas précédent. Une fois les n — p = n — r derniéres variables fixées, on
obtient donc une unique solution. Donc I'ensemble des solutions est paramétré par les n — r
derniéres variables.

On se place maintenant dans le cas général ol » < p et r < n. On a donc un systéme de

la forme
r * )x=n8.
Op—r,r Op—r,n—r

Tout d’abord, si 3k € {r+1,...,p} tel que b}, # 0, alors le systéme est incompatible et donc
S = (. Si le systeme est compatible (donc si Vk € {r +1,...,p}, b) =0), les n — r derniéres
lignes ne sont composées que de O et on peut donc les enlever sans rien changer au systeme.
On se rameéne dont au systéme

(T *)X — B

ot B” € M,.1(K) ne contient que les r composantes de B’. Et on est ramené au cas précédent.
Donc S est infini paramétré par n — r parametres.

O

Donc en résumé, et en réordonnant un peu les choses, pour résoudre un systéeme, il faut le
triangulariser et ensuite observer dans |'ordre :
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2 RESOLUTION DE SYSTEMES 2.2 Structure de I'ensemble des solutions

» Si (S) est incompatible, alors S = ().
= Sinon :
= Sir=n, alors S ={x}, le systéme n'a qu'une seule solution.
= Sir < mn, alors S a une infinité de solutions.
Remarque :

Si A € My, (K) est la matrice d'un systeme S, et si rg(S) = p, alors S est obligatoirement
compatible.

Remarque :
Donc, une fois mis sous forme triangulaire :

= les r lignes contenant un pivot sont les lignes qui donnent les
permettent “vraiment” de résoudre le systéme.

‘inconnues principales” qui

= les n — 7 colonnes restantes indiquent les “inconnues secondaires” qui sont les parametres.

= les p — r lignes restantes correspondent aux lignes de “bonne compatibilité” déterminant si le
systeme a des solutions ou non.

Définition 2.2 (Systeme de Cramer) :
Soit (S) un systeme de p équations a n inconnues de rang r.
Sin = petr=n, on dit alors que (S) est un systeme de Cramer.

Autrement dit, un systéme de Cramer est un systéme dont la matrice est carré et inversible (ou
de rang n).

Proposition 2.8 (Solutions d’un systeme de Cramer) :
Un systeme de Cramer admet une unique solution.

Démonstration :
Corollaire de ce qu'il y a plus haut. O

2.2 Structure de I'ensemble des solutions

Définition 2.3 (Systéme homogene) :
On appelle systeme d’équations linéaires homogeéne tout systéme de la forme AX = 0 écrit sous
sa forme matricielle.

Si (§) AX = B est un systeme d'équations linéaires sous sa forme matricielle, on appelle
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2 RESOLUTION DE SYSTEMES 2.2 Structure de I'ensemble des solutions

systéme d'équations linéaires homogéne associé a (S) le systeme AX = 0.

Proposition 2.9 (Structure de I'ensemble des solutions) :

Soit (S) un systéme de p équations linéaires a n inconnues compatibles de rang r et (S) le
systéme linéaire homogene associé a (S). Soit g € K" une solution particuliére de (S). On
note S |'ensemble des solutions de (S) et S, I'ensemble des solutions de (Sp,).

Alors S}, est un sev de K" de dimension n —r et S = zg + Sj,.
Ici, bien sir, il faut comprendre

S = {xo+h,h € Sy}

Démonstration :
On note le systéme (S) matriciellement AX = B. Donc

reS — AX =B =AX
— AX—-Xp)=0
— X —-Xye€s5,
< JheS,, x=x9+h

D'ou I'égalité entre les deux ensembles.
D’'autres part, S;, = ker A donc c'est un K-ev. |

On verra une méthode un peu particuliére pour résoudre les systémes de Cramer un peu plus tard
dans le prochain chapitre sur les déterminants.

Exemple 2.2 :
Résoudre les systemes

r+y—z+t=1 rT+y+mz=m rT+y+z=a
(S1)Sax+2y+2t=2 et (S2)z+my—z2=1 et (S3){z+jy+j22=0
—r+224+t=3 rH+y—z=1 r+jily+jz=c
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3 APPLICATIONS 2.3 Lien avec |'algebre linéaire

2.3 Lien avec l'algebre linéaire

Si on considére un systéme linéaire (S)AX = B sous sa forme matricielle, on peut donc considérer
les éléments d'algebre linéaire canoniquement associé a ces matrices. Autrement dit, si A € M, ,(K),
on peut considérer I'application f € L(K™,KP) canoniquement associée a A, b € K? et = € K" dont
les matrices sont respectivement B et X. Si on note également S |'ensemble des solutions de (S),
(Sh) le systéeme homogene associé a (S), S, I'ensemble des solutions de (Sy,) on peut alors réécrire
les choses sous une forme vectorielle par

XeS & AX =B < f(z)=b < zc f1({b})

De ce point de vue, on voit que le systéme est compatible si et seulement si b € Im f, que si xg
est un antécédent de b par f, alors les solutions du systémes sont les xo + ker(f).

On peut donc voir un systéeme aussi d'un point vectoriel et recoller avec les chapitres précédents
(notamment avec les rangs, dimensions etc).

3 Applications

On peut faire beaucoup de choses avec les systéemes. En soit, ils n’ont pas grand intéréts. C'est la
facon dont on les utilises, le contexte et leur sens qui les rend trés utiles. C'est ce que veux dire dans le
contexte dans lequel on résout le systéme qui les rends tres puissants. lls permettent de résoudre des
problémes difficiles ou d'avoir des informations a priori inaccessible en résolvant simplement quelques
équations faciles. Mais les équations en elles-mémes n'ont pas grand d'intérét.

Dans son utilisation principale, les systemes permettent de résoudre des équations vectorielles de
la forme f(x) = b, ce qui sera indispensable en deuxiéme année pour déterminer des vecteurs propres
associés a une valeur propre d'une matrice pour trouver une base composée de vecteurs propres de
la matrice afin de diagonaliser (ou a défaut triangulariser la matrice). C'est les 3 premiéres questions
de tout exercices d’algebre linéaire.

Antre autre chose, et essentiellement pour nous cette année, on pourra retenir le résumé d'utili-
sation des systéme linéaire suivant (et sa version vectorielle) :

Théoréeme 3.1 (Caractérisation d’une matrice inversible par les systémes) :
Soit A € M,,(K). On a équivalence entre

(i) A e GL,(K)
(i) A
(iii)
(iv)
)
)

Le systeme AX = 0 n"admet qu'une seule solution qui est la solution nulle.
Les colonnes de A sont linéairement indépendantes dans M,, 1 (K).

(v) ¥V B € M, 1(K), le systeme AX = B admet une unique solution.

(vi) V B € M,,1(K), le systeme AX = B admet au moins une solution.

Démonstration :
On sait déja tous ¢a. C'est éparpillés dans les 3 chapitres précédents (celui ci compris). O
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3 APPLICATIONS

Exemple 3.1 :
On consideére |'application ¢ : R3[X] — R3[X] qui a un polyndme P associe le reste de la division
euclidienne de (1 +2X — X2 + X3)P(X) — P(0) — P(1) par X* + X2 +1.

Montrer que ¢ est bien un endomorphisme de R3[X], donner la matrice de ¢ relativement a la
base canonique de R3[X]| et résoudre le systéme ¢(P) = Q. Que peut-on en déduire pour |'application

p?
Exemple 3.2 :
Soit n € N*, M € M, (R) définie par
1 1 0 .0
1 1 .0
M = 0
0 1
1 0 0 1

1. Déterminer rg(M)
2. Déterminer ker(M) et Im(M)
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