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Une condition nécessaire à la réussite de
l’oral reste donc de [...] connâıtre par cœur
ses formules de développements limités, de
trigonométrie, de développements en série
entière usuelles... [CCINP 2022]
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TABLE DES MATIÈRES TABLE DES MATIÈRES
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11 Espaces Préhilbertiens 19
11.1 Produits scalaires canoniques . . . . . . 19
11.2 Normes usuelles . . . . . . . . . . . . . 20
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2 COMPLEXE

1 Dénombrement

1.1 Coefficients binomiaux

n! =
n∏

k=1
k,

(
n

k

)
= n!

k!(n − k)! = 1
k!

k−1∏
j=0

(n − j) ∈ N

Formule de Pascal :
(

n

k

)
+
(

n

k + 1

)
=
(

n + 1
k + 1

)

Symétrie :
(

n

k

)
=
(

n

n − k

)

Formule du Pion : k

(
n

k

)
= n

(
n − 1
k − 1

)

1.2 Binôme de Newton

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk

an − bn = (a − b)
n−1∑
k=0

akbn−k−1 = (a − b)
n−1∑
k=0

an−k−1bk

2 Complexe

2.1 Module

|a + ib| =
√

a2 + b2, z = a − ib, zz = |z|2

Inégalité triangulaire et inégalité triangulaire renversée :

||z| − |z′|| ≤ |z + z′| ≤ |z| + |z′|

2.2 Argument

Pour z ̸= 0,

z = ρeiθ = ρ(cos(θ) + i sin(θ)) où
{

ρ = |z| > 0
arg(z) ≡ θ[2π]

2.3 Caractérisation de réels et imaginaires purs

z ∈ R ⇐⇒ z = z ⇐⇒ z = Re(z) ⇐⇒ Im(z) = 0

z ∈ iR ⇐⇒ z = −z ⇐⇒ z = Im(z) ⇐⇒ Re(z) = 0
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2 COMPLEXE 2.4 Complexe de module 1

2.4 Complexe de module 1

U = {z ∈ C, |z| = 1} et z ∈ U ⇐⇒ ∃θ ∈ R, z = eiθ

et
eiθ = e−iθ = 1

eiθ
eiθeiθ′ = ei(θ+θ′)

Arc moitié :
1 + eiθ = 2 cos(θ/2)eiθ/2 1 − eiθ = 2i sin(θ/2)eiθ/2

2.5 Complexe et trigonométrie

Formule de Moivre : (cos(θ) + i sin(θ))n = cos(nθ) + i sin(nθ)

Formules d’Euler : cos(θ) = eiθ + e−iθ

2 sin(θ) = eiθ − e−iθ

2i

2.6 Racine n-ème

zn = 1 ⇐⇒ ∃k ∈ {0, . . . , n − 1}, z = e
2ikπ

n

zn = ρeiθ ⇐⇒ ∃k ∈ {0, . . . , n − 1}, z = n
√

ρe
i(θ+2kπ)

n

2.7 Amplitude et phase

∀a, b, t ∈ R, ∃A, φ ∈ R, a cos(t) + b sin(t) = A cos(t − φ)

2.8 Racine carrée dans C

δ2 = z ⇐⇒


Re(δ)2 + Im(δ)2 = |z|
Re(δ)2 − Im(δ)2 = Re(z)
2Re(δ) Im(δ) = Im(z)

2.9 Exponentielle complexe

ez = eRe(z)ei Im(z)
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3 TRIGONOMÉTRIE

3 Trigonométrie

3.1 Fonctions circulaires

3.1.1 Premières propriétés

sin(x) cos(x) tan(x)

Ensemble
de définition

R R R \
{

π

2 + kπ, k ∈ Z
}

Période 2π 2π π

Parité Impaire Paire Impaire

f(π − x) sin(x) − cos(x) − tan(x)

f(π + x) − sin(x) − cos(x) tan(x)

f

(
π

2 − x

)
cos(x) sin(x) 1

tan(x)

f

(
π

2 + x

)
cos(x) − sin(x) − 1

tan(x)

Ensemble de
dérivabilité

R R R \
{

π

2 + kπ, k ∈ Z
}

f ′ cos(x) − sin(x) 1 + tan(x)2 = 1
cos(x)2

3.1.2 Valeurs remarquables

0

π

6

π

4

π

3

π

22π

33π

45π

6

−π

6
−π

4−π

3−π

2
−2π

3

−3π

4

−5π

6

π

−π −1
2

−
√

2
2

−
√

3
2

−1
2

−
√

2
2−

√
3

2

√
3

2
√

2
21

2

√
3

2

√
2

2
1
2 0

α

cos(α)

sin(α)
tan(α)1
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3 TRIGONOMÉTRIE 3.2 Fonctions réciproques des fonctions circulaires

0 π/6 π/4 π/3 π/2

sin(x) 0 1/2
√

2/2
√

3/2 1

cos(x) 1
√

3/2
√

2/2 1/2 0

tan(x) 0 1/
√

3 1
√

3 Indéfini

3.2 Fonctions réciproques des fonctions circulaires

3.2.1 Définition

Les périodicités et les symétries des fonctions trigonométriques circulaires introduisent des difficultés pour
résoudre des équations du type sin(x) = λ. Par exemple, π/6, 5π/6 et π/6 + 4π ont tous la même image par la
fonction sinus. Les fonctions circulaires réciproques arcsin, arccos et arctan ne sont pas de “vraies” réciproques
puisque les fonctions de départs ne sont pas des bijections. Ajoutons qu’elles ne sont pas périodiques. Il faut les
combiner avec les priodicité et les symétries éventuelles pour résoudre les équations.

• Si sin(x) = λ ∈ [−1, 1], alors


x = arcsin(λ) + 2kπ

ou
x = π − arcsin(λ) + 2kπ

avec k ∈ Z.

• Si cos(x) = λ ∈ [−1, 1], alors


x = arccos(λ) + 2kπ

ou
x = − arccos(λ) + 2kπ

avec k ∈ Z.

• Si tan(x) = λ ∈ R, alors x = arctan(λ) + kπ avec k ∈ Z.
Le problème contraire ne pose aucune difficulté : si x = arcsin(λ), alors sin(x) = λ.

3.2.2 Propriétés

arcsin(x) arccos(x) arctan(x)

Ensemble de
définition [−1, 1] [−1, 1] R

Ensemble
image [−π/2, π/2] [0, π] ] − π/2, π/2[

Période Aucune Aucune Aucune

Parité Impaire Aucune Impaire

Ensemble de
dérivabilité ] − 1, 1[ ] − 1, 1[ R

Dérivée 1√
1 − x2

−1√
1 − x2

1
1 + x2
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3 TRIGONOMÉTRIE 3.3 Formules

3.2.3 Relations

y = arccos(x) arcsin(x) arctan(x)

cos(y) x
√

1 − x2 1√
1 + x2

sin(y)
√

1 − x2 x
x√

1 + x2

tan(y)
√

1 − x2

x

x√
1 − x2

x

∀x ∈ [−1, 1], arccos(x) + arcsin(x) = π

2 ∀x ∈ R∗, arctan(x) + arctan(1/x) = sign(x)π

2

3.3 Formules

3.3.1 Corollaire du Théorème de Pythagore

cos(x)2 + sin(x)2 = 1

cos(x)2 = 1
1 + tan(x)2 sin(x)2 = tan(x)2

1 + tan(x)2

3.3.2 Formules de duplication

cos(a + b) = cos(a) cos(b) − sin(a) sin(b) cos(p) + cos(q) = 2 cos(p + q

2 ) cos(p − q

2 )

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) sin(p) + sin(q) = 2 sin(p + q

2 ) cos(p − q

2 )

tan(a + b) = tan(a) + tan(b)
1 − tan(a) tan(b) tan(p) + tan(q) = sin(p + q)

cos(p) cos(q)

cos(a − b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) cos(p) − cos(q) = −2 sin(p + q

2 ) sin(p − q

2 )

sin(a − b) = sin(a) cos(b) − sin(b) cos(a) sin(p) − sin(q) = 2 cos(p + q

2 ) sin(p − q

2 )

tan(a − b) = tan(a) − tan(b)
1 + tan(a) tan(b) tan(p) − tan(q) = sin(p − q)

cos(p) cos(q)

3.3.3 Produits

cos(a) cos(b) = 1
2
(

cos(a − b) + cos(a + b)
)

sin(a) cos(b) = 1
2
(

sin(a + b) + sin(a − b)
)

sin(a) sin(b) = 1
2
(

cos(a − b) − cos(a + b)
)

cos(a) sin(b) = 1
2
(

sin(a + b) − sin(a − b)
)
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3 TRIGONOMÉTRIE 3.4 Trigonométrie Hyperbolique

3.3.4 Arc double, Arc moitié

cos(2x) = cos(x)2 − sin(x)2 cos(x)2 = 1 + cos(2x)
2

= 2 cos(x)2 − 1
= 1 − 2 sin(x)2

sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) sin(x)2 = 1 − cos(2x)
2

tan(2x) = 2 tan(x)
1 − tan(x)2 tan(x) = sin(2x)

1 + cos(2x) = 1 − cos(2x)
sin(2x)

On a également, en symétrie avec les règles de Bioche :

sin(2x) = 2 tan(x)
1 + tan(x)2 cos(2x) = 1 − tan(x)2

1 + tan(x)2

3.3.5 Formules de Moivre

(cos(a) + i sin(a))n = cos(na) + i sin(na)

d’où l’on déduit par exemple, en prenant la partie imaginaire ou la partie réelle

cos(3a) = cos(a)3 − 3 cos(a) sin(a)2

= 4 cos(a)3 − 3 cos(a)
sin(3a) = 3 cos(a)2 sin(a) − sin(a)3

= 3 sin(a) − 4 sin(a)3

tan(3a) = 3 tan(a) − tan(a)3

1 − 3 tan(a)3

3.3.6 Arcs en progression arithmétique

(à redémontrer à chaque utilisation)

n∑
k=0

sin(kx) = Im

(
n∑

k=0
eikx

)
=


sin(nx/2) sin( (n+1)x

2 )
sin(x/2) x ̸≡ 0 [2π]

0 x ≡ 0 [2π]

n∑
k=0

cos(kx) = Re

(
n∑

k=0
eikx

)
=


cos(nx/2) sin( (n+1)x

2 )
sin(x/2) x ̸≡ 0 [2π]

n + 1 x ≡ 0 [2π]

3.4 Trigonométrie Hyperbolique

3.4.1 Définition

∀x ∈ R, ch(x) = ex + e−x

2 , sh(x) = ex − e−x

2 ,

th(x) = sh(x)
ch(x) = ex − e−x

ex + e−x
= e2x − 1

e2x + 1 = 1 − e−2x

1 + e−2x
.
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4 DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS USUELS EN 0

ch sh th

f(R) [1, +∞[ R ] − 1, 1[

Propriétés Paire Impaire bijective Impaire bijective

f ′(x) sh(x) ch(x) 1
ch(x)2 = 1 − th(x)2

ch(x)2 − sh(x)2 = 1

ch(a + b) = ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b) ch(p) + ch(q) = 2 ch(p + q

2 ) ch(p − q

2 )

sh(a + b) = sh(a) ch(b) + sh(b) ch(a) ch(p) + sh(q) = 2 sh(p + q

2 ) ch(p − q

2 )

th(a + b) = th(a) + th(b)
1 + th(a) th(b) th(p) + th(q) = sh(p + q)

ch(p) ch(q)

ch(a − b) = ch(a) ch(b) − sh(a) sh(b) ch(p) − ch(q) = 2 sh(p + q

2 ) sh(p − q

2 )

sh(a − b) = sh(a) ch(b) − sh(b) ch(a) sh(p) − sh(q) = 2 sh(p − q

2 ) ch(p + q

2 )

th(a − b) = th(a) − th(b)
1 − th(a) th(b) th(p) − th(q) = sh(p − q)

ch(p) ch(q)

ch(2x) = ch(x)2 + sh(x)2 ch(x)2 = ch(2x) + 1
2

= 2 ch(x)2 − 1
= 1 + 2 sh(x)2

sh(2x) = 2 sh(x) ch(x) sh(x)2 = ch(2x) − 1
2

th(2x) = 2 th(x)
1 + th(x)2 th(x) = sh(2x)

ch(2x) + 1 = ch(2x) − 1
sh(2x)

4 Développements limités usuels en 0

ex =
x→0

n∑
k=0

xk

k! + o(xn)

=
x→0

1 + x + x2

2 + x3

6 + x4

24 + · · · + xn

n! + o(xn)

ch(x) =
x→0

n∑
k=0

x2k

(2k)! + o(x2n+1)
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4 DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS USUELS EN 0

=
x→0

1 + x2

2 + x4

24 + x6

720 + · · · + x2n

(2n)! + +o(x2n+1)

sh(x) =
x→0

n∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)! + o(x2n+2)

=
x→0

x + x3

6 + x5

120 + · · · + x2n+1

(2n + 1)! + o(x2n+2)

cos(x) =
x→0

n∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)! + o(x2n+1)

=
x→0

1 − x2

2 + x4

24 − x6

720 + · · · + (−1)n

(2n)! x2n + o(x2n+1)

sin(x) =
x→0

n∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)! + o(x2n+2)

=
x→0

x − x3

6 + x5

120 + · · · + (−1)n

(2n + 1)!x
2n+1 + o(x2n+2)

1
1 − x

=
x→0

n∑
k=0

xk + o(xn)

=
x→0

1 + x + x2 + · · · + xn + o(xn)

ln(1 − x) =
x→0

−
n∑

k=1

xk

k
+ o(xn)

=
x→0

−x − x2

2 − x3

3 − · · · − xn

n
+ o(xn)

1
1 + x

=
x→0

n∑
k=0

(−1)kxk + o(xn)

=
x→0

1 − x + x2 − x3 + · · · + (−1)nxn + o(xn)

ln(1 + x) =
x→0

n∑
k=1

(−1)k+1xk

k
+ o(xn)

=
x→0

x − 1
2x2 + 1

3x3 + · · · + (−1)n+1

n
xn + o(xn)

(1 + x)α = 1 +
n∑

k=1

1
k!

k−1∏
j=0

(α − j)xk

=
x→0

1 + αx + α(α−1)
2 x2 + α(α−1)(α−2)

6 x3 + · · · + α(α−1)(α−2)...(α−n+1)
n! xn + o(xn)
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5 CROISSANCES COMPARÉES

√
1 + x =

x→0
1 +

n∑
k=1

(−1)k

2kk!

k−1∏
j=0

(2j − 1)xk =
x→0

1 +
n∑

k=1

(−1)k−1(2k − 2)!
2k(2k−1(k − 1)!)2 xk

=
x→0

1 + x

2 − x2

8 + · · · + (−1)n−1 1 × 3 × · · · × (2n − 3)
2nn! xn + o(xn)

1√
1 + x

=
x→0

1 +
n∑

k=1

(−1)k

2kk!

k−1∏
j=0

(2j + 1)xk =
x→0

n∑
k=0

(−1)k(2k)!
(2kk!)2 xk

=
x→0

1 − x

2 + 3
8x2 − · · · + (−1)n 1 × 3 × · · · × (2n − 1)

2nn! xn + o(xn)

arctan(x) =
x→0

n∑
k=0

(−1)kx2k+1

2k + 1 + o(x2n+2)

=
x→0

x − x3

3 + x5

5 − · · · + (−1)nx2n+1

2n + 1 + o(x2n+2)

arcsin(x) =
x→0

n∑
k=0

(2k)!
(2kk!)2

x2k+1

2k + 1

=
x→0

x + x3

6 + · · · + 1 × 3 × · · · × (2n − 1)
2nn!

x2n+1

2n + 1 + o(x2n+2)

tan x =
x→0

x + x3

3 + 2
15x5 + 17

315x7 + o(x8)

th(x) =
x→0

x − x3

3 + 2
15x5 − 17

315x7 + o(x8)

5 Croissances comparées

5.1 En +∞

Si α, β > 0 et a > 1,
ln(x)α =

x→+∞
o(xβ) xα =

x→+∞
o(ax)

et pour le cas des suites :
an =

n→+∞
(n!).

5.2 En 0
Si α < β, alors xβ =

x→0
o(xα).

Si γ > 0,
ln(x) =

x→0
o( 1

xγ
) xγ =

x→0
o( 1

ln(x)).
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6 DÉRIVÉES

6 Dérivées

6.1 Dérivées usuelles

Fonction Dérivée Domaine de dérivabilité

xn n ∈ Z nxn−1 n ∈ N ; R

n ∈ Z∗
− ; R∗

xα α ∈ R αxα−1 R∗
+ (dépend de α)

eαx α ∈ C αeαx R

ax a > 0 ln(a)ax R

ln |x| 1
x

R∗

loga(x) = ln(x)
ln(a) a ∈ R∗

+ \ {1} 1
x ln(a) R∗

+

cos(x) − sin(x) R

sin(x) cos(x) R

tan(x) 1 + tan(x)2 = 1
cos(x)2 R \

{
π

2 + kπ, k ∈ Z
}

ch(x) sh(x) R

sh(x) ch(x) R

th(x) 1 − th(x)2 = 1
ch(x)2 R

arcsin(x) 1√
1 − x2

] − 1, 1[

arccos(x) −1√
1 − x2

] − 1, 1[

arctan(x) 1
1 + x2 R

12



7 PRIMITIVES USUELLES 6.2 Dérivées n-ème usuelles

6.2 Dérivées n-ème usuelles

Fonction Dérivée n-ème

ex ex

ch(x)
{

ch(x) si n ≡ 0[2]
sh(x) sinon

sh(x)
{

sh(x) si n ≡ 0[2]
ch(x) sinon

cos(x) cos
(

x + nπ

2

)

sin(x) sin
(

x + nπ

2

)

xα α ∈ R α(α − 1) . . . (α − n + 1)xα−n =
(

n−1∏
k=0

(α − k)
)

xα−n

xp


p!

(p − n)!x
p−n si n ≤ p

0 si n > p

1
x

(−1)nn!
xn+1

ln(x) (−1)n−1(n − 1)!
xn

7 Primitives usuelles

7.1 Polynômes et Fractions rationnelles

Fonction Primitive Intervalles

(x − x0)n x0 ∈ R

n ∈ Z \ {−1}

(x − x0)n+1

n + 1
n ∈ N ; R

n ≤ −2 ; R \ {x0}

(x − x0)α x0 ∈ R

α ∈ C \ {−1}

(x − x0)α+1

α + 1 ]x0, +∞[

(x − z0)n z0 ∈ C \ R

n ∈ Z \ {−1}

(x − z0)n+1

n + 1 R

1
x − a

a ∈ R ln |x − a| ] − ∞, a[, ]a, +∞[

13



7 PRIMITIVES USUELLES 7.2 Fonctions usuelles

7.2 Fonctions usuelles

Fonction Primitive Intervalles

ln(x) x ln(x) − x R∗
+

eαx α ∈ C∗ 1
α

eαx R

sin(x) − cos(x) R

cos(x) sin(x) R

tan(x) − ln | cos(x)|
]
−π

2 + kπ,
π

2 + kπ

[
, k ∈ Z

sh(x) ch(x) R

ch(x) sh(x) R

th(x) ln(ch(x)) R

1
1 + x2 arctan(x) R

1√
1 − x2

arcsin(x) ] − 1, 1[

1
1 − x2

1
2 ln

∣∣∣∣1 + x

1 − x

∣∣∣∣ ] − ∞, −1[, ] − 1, 1[, ]1, +∞[

7.3 Formules de Taylor

7.3.1 Formule de Taylor-Young

Si f ∈ Cn(I,R), alors

f(x) =
x→a

n∑
k=0

f (k)(a)
k! (x − a)k + o((x − a)n).

7.3.2 Taylor avec reste intégrale

Si f ∈ Cn+1(I,R), alors

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(a)
k! (x − a)k +

ˆ x

a

f (n+1)(t)
n! (x − t)ndt

7.3.3 Inégalité de Taylor-Lagrange

Si f ∈ Cn(I,R) et ∥f (n)∥∞ ≤ M , alors∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

f (k)(a)
k! (x − a)k

∣∣∣∣∣ ≤ M

(n + 1)! |x − a|n+1.
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8 POLYNÔMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

7.3.4 Taylor polynomial

P (X) =
+∞∑
k=0

P̃ (k)(a)
k! (X − a)k.

8 Polynômes et Fractions rationnelles

8.1 Polynômes

8.1.1 Théorème fondamental de l’arithmétique dans C[X]

Si P ∈ C[X], deg(P ) ≥ 1, alors ∃a ∈ C∗, ∃n ∈ N∗, ∃x1, . . . , xn ∈ C deux à deux distincts, ∃m1, . . . , mn ∈ N∗

tels que

P (X) = a
n∏

k=1
(X − xk)mk .

8.1.2 Théorème fondamental de l’arithmétique dans R[X]

Soit P ∈ R[X], deg(P ) ≥ 1. Alors ∃a ∈ R∗, ∃n1, n2 ∈ N∗, ∃x1, . . . , xn1 ∈ R deux à deux distincts,
∃(p1, q1), . . . , (pn2 , qn2) ∈ R2 deux à deux distincts tels que ∀j ∈ {1, . . . , n2}, ∆j = p2

j − 4qj < 0 et
∃α1, . . . , αn1 , β1, . . . , βn2 ∈ N∗ tels que

P (X) = a
n1∏

k=1
(X − xk)αk

n2∏
j=1

(X2 + pjX + qj)βj

8.1.3 Relations coefficients/racines

Soit P (X) =
n∑

k=0
akXk ∈ K[X] de degré n ∈ N∗ scindé. Soit x1, . . . , xn ∈ K ses racines comptées avec

multiplicités. Alors
n∑

k=1
xk = −an−1

an
et

n∏
k=1

xk = (−1)n a0
an

.

Plus généralement, avec les fonctions symétriques élémentaires

∀k ∈ {0, . . . , n}, σk =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

k∏
j=1

xij = (−1)k an−k

an
.

8.1.4 Polynômes interpolateur de Lagrange

Soit n ∈ N∗ et x0, . . . , xn ∈ K deux à deux distincts.

∀k ∈ {0, . . . , n}, Lk(X) =
n∏

j=0
j ̸=k

X − xj

xk − xj
.

Alors 
∀k ∈ {0, . . . , n}, deg(Lk) = n

∀i, j ∈ {0, . . . , n}, L̃i(xj) = δi,j

(L0, . . . , Ln) base de Kn[X].
et

∀P ∈ Kn[X], P (X) =
n∑

k=0
P̃ (xk)Lk(X).
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9 MATRICES 8.2 Fractions Rationnelles

8.2 Fractions Rationnelles

8.2.1 Décomposition en éléments simples dans C(X)

Soit F ∈ C(X) (sous forme irréductible). Soit α1, . . . , αn ∈ C les pôles de F d’ordre m1, . . . , mn ∈ N∗

respectivement. Soit Q ∈ C[X] la partie entière de F .
Alors ∃!(λk,ℓ) 1≤k≤n

1≤ℓ≤mk

∈ Cm1+···+mn tel que

F (X) = Q(X) +
n∑

k=1

mk∑
ℓ=1

λk,ℓ

(X − αk)ℓ
.

8.2.2 Décomposition en éléments simples dans R(X)

Soit F = A

B
∈ R(X) sous forme irréductible. Par le théorème fondamentale de l’arithmétique dans R[X], B

se factorise sous la forme B(X) =
r∏

k=1
(X − xk)αk

s∏
j=1

(X2 + pjX + qj)βj , avec p2
j − 4qj < 0. Soit Q ∈ R[X] la

partie entière de F .
Alors il existe trois familles uniques de réels (λk,ℓ) 1≤k≤r

1≤ℓ≤αk

, (γi,j) 1≤i≤s
1≤j≤βi

et (µi,j) 1≤i≤s
1≤j≤βi

tels que

F (X) = Q(X) +
r∑

k=1

αk∑
ℓ=1

λk,ℓ

(X − xk)ℓ︸ ︷︷ ︸
éléments simples
de 1ères espèces

+
s∑

i=1

βi∑
j=1

γi,jX + µi,j

(X2 + piX + qi)j︸ ︷︷ ︸
éléments simples
de 2ème espèce

8.2.3 Cas des pôles simples

Soit F = A/B ∈ K(X) irréductible. Soit α ∈ K un pôle simple de F . Soit λ ∈ K tel que λ

X − α
soit la

partie polaire de F associée à α. Soit B1 ∈ K[X] tel que B(X) = (X − α)B1(X) et B̃1(α) ̸= 0. Alors

λ = (X − α)F
:

(α) = Ã(α)
B̃1(α)

= Ã(α)
B̃′(α)

.

8.2.4 Cas particulier P ′/P

Soit P ∈ K[X] scindé.
Alors ∃a ∈ K∗, ∃n ∈ N∗, ∃x1, . . . , xn ∈ K deux à deux distincts, ∃m1, . . . , mn ∈ N∗ tels que P (X) =

a
n∏

k=1
(X − xk)mk et alors

P ′(X)
P (X) =

n∑
k=1

mk

X − xk
.

9 Matrices

9.1 Produit matriciel

Si A = (ai,j) ∈ Mn,p(K) et B = (bj,k) ∈ Mp,q(K). Alors C = AB ∈ Mn,q(K) et

∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀k ∈ {1, . . . , q}, ci,k =
p∑

j=1
ai,jbj,k.
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9 MATRICES 9.2 Transposée, Matrices symétriques, Matrices antisymétriques

Ei,j︸︷︷︸
Mn,p(K)

Ek,ℓ︸︷︷︸
Mp,q(K)

= δj,k Ei,ℓ︸︷︷︸
Mn,q(K)

.

Si A ∈ Mn,p(K), X ∈ Mp,1(K) et Y ∈ M1,n(K), alors

AX =
p∑

j=1
xjCj(A) Y A =

n∑
i=1

yiLi(A).

9.2 Transposée, Matrices symétriques, Matrices antisymétriques

Mn(K) = Sn(K) ⊕ An(K)

dim(Sn(K)) = n(n + 1)
2 dim(An(K)) = n(n − 1)

2 .

∀M ∈ Mn(K), M = M + tM

2︸ ︷︷ ︸
Sn(K)

+ M − tM

2︸ ︷︷ ︸
An(K)

.

9.3 Trace

Si A ∈ Mn,p(K), alors

tr(A) =
min(n,p)∑

k=1
ak,k.

Si A ∈ Mn,p(K) et B ∈ Mp,n(K), alors

tr(AB) = tr(BA).

Et

tr(A) = tr(tA).

9.4 Déterminant

9.4.1 Formule de Sarrus

det(A) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

k=1
ak,σ(k).

9.4.2 Développement selon une ligne ou une colonne

∀i, j ∈ {1, . . . , n},

det(A) =
n∑

k=1
ai,k(−1)i+kAi,k Développement selon Li

=
n∑

k=1
ak,j(−1)k+jAk,j Développement selon Cj
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10 SÉRIES 9.5 Système de Cramer

9.4.3 Déterminant de Vandermonde

V (x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 . . . xn−1

1
1 x2 x2

2 . . . xn−1
2

1 x3 x2
3 . . . xn−1

3... ... ... . . . ...
1 xn x2

n . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi).

9.5 Système de Cramer

Si A ∈ GLn(K) et B ∈ Mn,1(K), alors la solution du système AX = B est donnée par

∀i ∈ {1, . . . , n}, xi =
det

(
C1(A), . . . , Ci−1(A), B, Ci+1(A), . . . , Cn(A)

)
det(A) .

9.6 Comatrice

com(A) = ((−1)i+jAi,j)1≤i,j≤n

tcom(A)A = Atcom(A) = det(A)In.

10 Séries

10.1 Produit de Cauchy

Si (un) et (vn) sont deux suites, le produit de Cauchy des suites (un) et (vn) est la suite (wn) définie par

∀n ∈ N, wn =
∑

p+q=n

upvq =
n∑

k=0
ukvn−k =

n∑
k=0

un−kvk.

Si
∑

un converge absolument et
∑

vn converge absolument, alors
∑

wn converge absolument et
+∞∑
n=0

(
n∑

k=0
ukvn−k

)
=
(+∞∑

n=0
un

)(+∞∑
n=0

vn

)
.

10.2 Série de Riemann∑
n≥1

1
nα

converge si, et seulement si, α > 1.

Et

ζ(2) =
+∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 .

10.3 Série exponentielle

∀z ∈ C, exp(z) =
+∞∑
n=0

zn

n! .

∀x ∈ R, cos(x) =
+∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)! et sin(x) =
+∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n + 1)! .
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11 ESPACES PRÉHILBERTIENS 10.4 Familles sommables

10.4 Familles sommables

Critère de sommabilité des séries doubles :
Soit (ap,q)p,q∈N ∈ CN2 .

(ap,q)p,q∈N ∈ ℓ1(N2,C) ⇐⇒


∀p ∈ N,

∑
q∈N

|ap,q| converge

∑
p∈N

+∞∑
q=0

|ap,q|

 converge

Et dans ce cas ∑
p,q∈N

ap,q =
+∞∑
p=0

+∞∑
q=0

ap,q =
+∞∑
q=0

+∞∑
p=0

ap,q [Fubini discret]

11 Espaces Préhilbertiens

11.1 Produits scalaires canoniques

Ev Produit scalaire Commentaires

Rn ⟨x|y⟩ =
n∑

k=1
xkyk Dans la base canonique

Mn(R) ⟨A|B⟩ = tr(AtB) = tr(tAB)

C0([a, b],R) ⟨f |g⟩ =
ˆ b

a
f(t)g(t)dt

R[X]

⟨P |Q⟩ =
+∞∑
n=0

P̃ (n)(a)Q̃(n)(a) a ∈ R

⟨P |Q⟩ =
+∞∑
n=0

anbn P (X) =
+∞∑
n=0

anXn, Q(X) =
+∞∑
n=0

bnXn

⟨P |Q⟩ =
ˆ b

a
P̃ (t)Q̃(t)dt

Rn[X] ⟨P |Q⟩ =
n∑

k=0
P̃ (ak)Q̃(ak) a1, . . . , an deux à deux distincts dans R

Sur R[X] la liste n’est pas exhaustive.
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11 ESPACES PRÉHILBERTIENS 11.2 Normes usuelles

11.2 Normes usuelles

Nom Notation Rn Mn(R) C0([a, b],R)

Norme 1 ∥ · ∥1

n∑
k=1

|xk|
n∑

i=1

n∑
j=1

|ai,j |
ˆ b

a
|f(t)|dt

Norme 2 ∥ · ∥2

√√√√ n∑
k=1

x2
k

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

a2
i,j

√ˆ b

a
f(t)2dt

Norme infinie ∥ · ∥∞ max
1≤k≤n

|xk| max
1≤i,j≤n

|ai,j | sup
x∈[a,b]

|f(x)|

11.3 Théorème de Pythagore

Si (x1, . . . , xn) est orthogonale, alors ∣∣∣∣∣
n∑

k=1
xk

∥∥∥∥∥
2

=
n∑

k=1
∥xk∥2.

Il y a équivalence, si et seulement si, n = 2.

11.4 Expression dans une BON

Si (e1, . . . , en) est une BON, alors

x =
n∑

k=1
⟨x|ek⟩ ek, ⟨x|y⟩ =

n∑
k=1

⟨x|ek⟩ ⟨y|ek⟩ , ∥x∥2 =
n∑

k=1
⟨x|ek⟩2 .

11.5 Projections orthogonales

Si F est de dimension finie et (e1, . . . , ep) est une BON de F et pF la projection orthogonale sur F , alors

pF (x) =
p∑

k=1
⟨x|ek⟩ ek.

11.6 Distance à un sev

Soit F de dimension finie, (e1, . . . , ep) une BON de F . Alors

d(x, F ) = ∥x − pF (x)∥

et
d(x, F )2 = ∥x − pF (x)∥2 = ∥x∥2 − ∥pF (x)∥2

si F ⊥ est de dimension finie
d(x, F )2 = ∥pF ⊥(x)∥2
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12 VARIABLES ALÉATOIRES

12 Variables Aléatoires

12.1 Espérance, Variance, Covariance

E(X) =
∑

x∈X(Ω)
xP(X = x) =

∑
ω∈Ω

X(ω)P({ω}).

V(X) = E
(
(X − E(X))2

)
= E(X2) − E(X)2 = E(X(X − 1)) + E(X) − E(X)2

Cov(X, Y ) = E ((X − E(X))(Y − E(Y ))) = E(XY ) − E(X)E(Y )

12.2 Inégalité de Markov

Si X(Ω) ⊂ R+, alors
∀a ≥ 0, E(X) ≥ aP(X ≥ a).

12.3 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

∀ε > 0,
V(X)

ε2 ≥ P (|X − E(X)| ≥ ε)

12.4 Lois usuelles

12.4.1 Loi uniforme

X ∼ U(n) ⇐⇒

X(Ω) = {1, . . . , n}

∀k ∈ {1, . . . , n}, P(X = k) = 1
n

E(X) = n + 1
2 , V(X) = n2 − 1

12

12.4.2 Loi de Bernoulli

X ∼ B(p) ⇐⇒


X(Ω) = {0, 1}
P(X = 1) = p

P(X = 0) = 1 − p

E(X) = p V(X) = p(1 − p)

12.4.3 Loi binomiale

X ∼ B(n, p) ⇐⇒


X(Ω) = {0, . . . , n}

∀k ∈ {0, . . . , n}, P(X = k) =
(

n

k

)
pk(1 − p)n−k

E(X) = np V(X) = np(1 − p)

Schéma de Bernoulli :
Si X1, . . . , Xn VAAID B(p), alors

n∑
k=1

Xk ∼ B(n, p)
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