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1 Puissances et logarithmes

Exercice 1 : y
. 1 z . .
Soitz >0eta=e® eth= n(mx ) Simplifier a®.
Correction

Exercice 2 :
Résoudre dans R les équations suivantes :

1. +elT=e+1
2. xV¥ = (\/x)*

3. 92z _ 390—1/2 — 3CC+1/2 _ 92z-1

Correction

Exercice 3 :
Résoudre dans R le systeme

8% = 10y
2% = by

Correction

Exercice 4 :
Montrer que :
Ve > -1, In(1+2z) <=z
{V:EZO, x—%Q <In(l+x)
En déduire que Vn € N, n > 2,
I+1/n)"<e<(1-1/n)™"

Correction

Exercice 5 :
Soit0<a<bet f:x— ﬁgi‘;;)) définie sur RY.

Etudier la monotonie de f et en déduire
In(1 + a/b) In(1 + b/a) < In(2)?

Correction



2 FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Exercice 6 (Lemme de Gibbs (*)) :
Justifier la relation
Ve >0, In(z) <z -1

et étudier les cas d'égalité.
Soit (p1,.--50n)s (q1, .-, qn) € (RY)™ tels que Y71 pr = > j—1 @& = 1. Montrer que

> piln(g) <D piln(p)
i=1 i=1

et étudier les cas d'égalité.
Correction

2 Fonctions trigonométriques

Exercice 7 :
Soit a,b,c € R tels que a + b+ ¢ # F[r]|. Développer

cos(3a) et tan(a + b+ ¢)

Correction

Exercice 8 :
Soit p, ¢ € R tels que sin(p) + sin(q) # 0. Simplifier

cos(q) — cos(p)
sin(p) + sin(q)

et en déduire la valeur de tan(m/24).
Correction

Exercice 9 :
Montrer que
Vz € R, |cos(z) —sin(z)| < v/2.

" Correction

Exercice 10 :
Pour a,b € R, calculer

z": (Z) cos(a + kb) et > (Z) sin(a + kb)

Correction

Exercice 11 :
Résoudre dans R les équations suivantes

a) cos(2x —/3) = sin(x + 37/4) b) cos(z)? +sin(z)* =1

c¢) sin(z) +sin(3z) =0 d) sin(z) + sin(2x) + sin(3z) =0
e) 3cos(x) —+/3sin(x) = /6 f) 2sin(z) cos(z) + v/3cos(2z) = 0
g) tan(z)tan(2z) =1

Correction



3 FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES RECIPROQUES

3 Fonctions trigonométriques réciproques

Exercice 12 :
Simplifier les expressions suivantes (en mettant les bons quantificateurs) :

a) cos(2arccos(x)) b) cos(2arcsin(z)) ¢) sin(2arccos(x))
d) cos(2arctan(z)) e) sin(2arctan(z))  f) tan(2arcsin(x))

Correction

Exercice 13 :
Soit € R. Simplifier de deux maniéres différentes, |'expression :

arcsin (

)

Correction

Exercice 14 :
Etudier les fonctions suivantes afin de pouvoir les dessiner facilement

a) f1:x+— arcsin(sin(x)) 4 arccos(cos(z)) b) fa:x > arccos 1Jr%ﬁ@f)

¢) fs:x s arcsin(sin(z)) + & arccos(cos(2x))  d) fs:x > arccos(cos(z)) + 1 arcsin(sin(2z))

Correction

Exercice 15 (Formule de Machin) :
On se propose de calculer, de deux fagons différente arctan(1) + arctan(2) + arctan(3).

1. (a) Calculer (1 +4)(1+ 27)(1 + 34d).
(b) Exprimer un argument de 1 + 4, 1 4+ 2i et 1 4 3i a I'aide de arctan, puis en déduire la valeur de
arctan(1l) 4+ arctan(2) + arctan(3).

2. (a) Exprimer tan(a+b+-c) en fonction de tan(a), tan(b), tan(c), pour a,b, c €]0,7/2] tels que a+b+c €
10, 7/2].
(b) Calculer directement la valeur de arctan(1l) 4 arctan(2) + arctan(3) a I'aide de I'application directe
du cours sur |I'arctangente.

3. [Bonus ***] Essayer de trouver une méthode similaire pour montrer la formule de Machin :
m = 16arctan(1/5) — 4arctan(1/239).

Correction

Exercice 16 :
Montrer que

2
Vx € R, arctan(3z) — arctan(z) = arctan (x) .

1+ 322
Correction
Exercice 17 :
Soit f : x — arcsin (%) — 2arctan(z).



3 FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES RECIPROQUES

1. Dresser le tableau de variation de ¢ : x — 1_%22 sur R.

2. Déterminer le domaine de définition de f et son domaine de dérivabilité.

3. Calculer f/(x).

4. Calculer f(0), f(1), f(—1) et limgy 400 f(x) et limgy—y_ oo f(x).

5. En déduire
—m —4arctan(z) x < —1

Ve eR, f(x) =40 x € [-1,1]
m—4arctan(z) x>1
Correction

Exercice 18 :

Simplifier :
1. arctan(1/2) + arctan(1/5) 4 arctan(1/8)
2. arctan(2) + arctan(3) + arctan(2 + v/3)
3. arcsin(4/5) + arcsin(5/13) + arcsin(16/65)

Correction

Exercice 19 :
Résoudre les équations suivantes d'inconnues x € R :

1) arcsin(z) = arcsin(4/5) + arcsin(5/13)  2) arcsin(tan(x)) = x
3) arccos(x) = arcsin(2x) 4) arctan(z) + arctan(xv/3) = 77 /12

5) arcsin( 2 ) = arctan(x 6) arcsin (%) =z

Correction

Exercice 20 (Choix d’un argument en physique et en Sl) :
Soit z = a + ib € C* avec a,b € R et 0 €] — 7, 7| un argument de z.

1. Montrer que

arctan(b/a) sia>0

/2 sia=0,b6>0
0 = J arctan(b/a) +7 sia<0,b>0

/2 sia=0,b<0

arctan(b/a) —m sia<0,b<0

2. Montrer que
0 = sign(b) arccos(a/|z|)

Correction

Exercice 21 :
On va calculer arctan(a) + arctan(b) pour ab # 1.

1. Soit a,b > 0.

(a) Montrer que arctan(a) — arctan(b) = arctan (—ﬁ:j’b).

(b) Calculer arctan(\;g) arctan(zf)



4 FONCTIONS HYPERBOLIQUES

2. Soit a € R et f: x+ arctan(z) + arctan(a) — arctan (f_"“a‘i).
(a) Justifier que f est dérivable sur son ensemble de définition et calculer f.

(b) Soit b € R tel que ab # 1. Montrer que f(b) est un multiple entier de 7, en discutant le signe de a
et ab— 1.

(c) En déduire une expression simplifiée de arctan(a) + arctan(b).
3. Calculer :
(a) arctan(1/2) + arctan(1/5) 4 arctan(1/8)
(b) arctan(2) + arctan(5) 4 arctan(8)
Remarque :
On pourrait aussi retrouver la formule de Machin rappelé dans I'exercice

Correction

4 Fonctions hyperboliques
Exercice 22 : ,

Etablir que pour tout z € R, on a sh(z) > x et pour tout # € R, ch(z) > 1+ %
Correction

Exercice 23 :
Soit y €] — /2, 7/2[. On pose z = In (tan (4 + §)). Montrer que

th(z/2) = tan(y/2), th(x) = sin(y), ch(x) =

cos(y)

Correction

Exercice 24 :
Soit n € N et a,b € R. Calculer

n n

Z ch(a + kb) et Z sh(a + kb)

k=0 k=0

puis exprimer ch(a)™ et sh(a)™ en fonction des ch(ka) et sh(ka) (selon la parité de n) et enfin ch(na) et sh(na)
en fonction de ch(a)* et sh(a)*.
Correction

Exercice 25 :
Pour n € N* et x € R, simplifier

P,(z) = H ch(z/2F)
k=1

en calculant P, (x)sh(z/2") et en déduire lim,,_, 4o P, ().
Correction

Exercice 26 :
Pour n € N et x > 0, montrer que

sh(x)

th(n +1)z) = th(na) = s 1a)




4 FONCTIONS HYPERBOLIQUES

Calculer alors

Sp(x) =
(2) ];)Ch(kx)ch((k+1)ﬂf)

Correction
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