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Présentation et mode d’emploi

Qu’est-ce que ce cahier ?

Ce cahier est un cahier de calcul, basé sur le programme de mathématiques college/lycée ainsi que sur le
programme de premiere année de Post-Bac. Il ne se substitue en aucun cas aux TD donnés par votre professeur
de maths mais est un outil pour vous aider a vous améliorer en calcul.

A quoi sert-il ?

En mathématiques, la technique et le calcul sont fondamentaux.

Sans technique, il est impossible de correctement appréhender une question mathématique. De méme que I'on
doit faire des gammes et beaucoup pratiquer lorsque ’on apprend un instrument, on doit calculer régulierement
lorsque 'on pratique les mathématiques, notamment en CPGE et dans les études Post-Bac.

Comment est-il organisé ?

Ce cahier comporte plusieurs parties :

e Un sommaire vous permettant d’avoir d’un seul coup d’ceil les différentes fiches de ce cahier de calcul, et
de noter celles que vous avez déja faites ou pas.

e Une partie de calculs élémentaires, faisables dés le début de la premiere année, et centrée sur les calculs
« de base » : développement, factorisation, racines carrées, fractions, etc. Cela peut vous paraitre simple,
mais sachez que ce type d’erreur de calcul est toujours fréquent, méme en spé, méme sur les copies de
concours. Travailler les techniques élémentaires de calcul vous facilitera grandement la vie!

e Une partie liée au programme de premiere année : sont indiqués précisément les chapitres nécessaires pour
pouvoir aborder chaque fiche de calculs.

e Les réponses brutes ainsi que les corrigés détaillés, qui sont a la fin du cahier.
Chaque fiche de calculs est organisée ainsi :

e Une présentation du théme de la fiche et des prérequis (notamment, pour des techniques propres a certaines
filieres, on précise de quelle filiere il s’agit)

e Une liste de calculs, dont le temps de résolution (incluant la longueur et la technicité du calcul) est

symbolisé par une ( ©), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOO®) horloges.

e Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.




Comment ’utiliser ?

Un travail personnalisé.

Ce cahier de calcul est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez les calculs que vous faites en fonction des difficultés que vous rencontrez et des chapitres que
vous étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur de mathématiques.

Pensez aussi a 'utiliser a 'issue d’'un DS ou d’une colle, lorsque vous vous étes rendu compte que certains
points de calcul étaient mal maitrisés.

Enfin, ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Essayez de pratiquer les calculs & un rythme régulier : une quinzaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutoét qu’un objectif du type « faire 10 fiches par jour
pendant les vacances » .

Point important : pour réussir a calculer, il faut répéter. C’est pour cela que nous avons mis plusieurs
exemples illustrant chaque technique de calcul.

Il peut étre utile de parfois refaire certains calculs : n’hésitez pas a cacher les réponses déja écrites dans
les cadres, ou a écrire vos réponses dans les cadres au crayon a papier.

Un travail efficace.

Attention & l'utilisation des réponses et des corrigés : il est important de chercher suffisamment par soi-
méme avant de regarder les réponses et/ou les corrigés. Il faut vraiment faire les calculs afin que le
corrigé vous soit profitable.

N’hésitez pas a ne faire qu’en partie une feuille de calculs : il peut étre utile de revenir plusieurs fois a une
méme feuille, afin de voir a quel point telle technique a bien été assimilée.

La progression

Avoir une solide technique de calcul s’acquiert sur le long terme, mais si vous étudiez sérieusement les fiches de
ce cahier, vous verrez assez rapidement des progrés apparaitre, en colle, en DS, etc. Une bonne connaissance
du cours combinée a une plus grande aisance en calcul, ¢’est un trés beau tremplin vers la réussite en prépa ou
dans vos études !

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez pas
a écrire a 'adresse cahierdecalcul@gmail. com.
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Fiche de calcul n°1

Fractions

Prérequis
Reégles de calcul sur les fractions.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

001A

— Simplification de fractions. 00
Simplifier les fractions suivantes (la lettre k désigne un entier naturel non nul).
) 32 ) 2771 % 42
A) o i 0) o
10 © Aot
1 _9)2k+1 2k—1
B) 83X o e q EXTT xS
42 4k x 3—k+1
— Sommes, produits, quotients, puissances. 00
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
2 1 36 15
S — X — XD ..
9 173 ) 25X
2 2 6
b) = —0,2 ... d) ——+(—=) e
) 3 ) 15 ( 5)
Calcul 1.3 000
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
11 1 1
2 X 3 X D X T (2 o o o) e
a) 2x3x5xT)(5+5+5+3)
b) 136 28 n 62 o 21
15 =t 1o G TCTTTeTeeeeeeTeeteeneereesees
) 510 x 73 — 25° x 492
C) o e
(125 x 7)3 + 59 x 143
Q) 1978 x 1979+ 1 980 x 21 + 1958
T 080 X1 070 — L 078 )L 070~ ' " ottt
Calcul 1.4/ — Un petit calcul. ]
) 05—-—24+2 05—24+1-02
Ecrire — 517 37 = 73 74 sous forme d’une fraction irréductible. ..........
sty  s5-i1t3z—35
— Le calcul littéral a la rescousse. 00
En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer les nombres suivants.
) 2 022 ) 1235 x 2469 —1 234
a . ) —————————— ..
(=2 022)2 + (-2 021)(2 023) 1234 x 2469+ 1 235
b 2 0212 d) 4 002
) 202024202222 1000 x1002—-999 x 1001 "
Fiche n° 1. Fractions 3



— Les fractions et le calcul littéral. 00
Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.
1 1 1
- — E N
a) CES AT pour n
3 _p3 b)2
b) ((Z_ el (C;tb) pour (a,b,c) € Z3, distincts deux & deux. ........................
6(n+1)
c) %ﬁn—% pour n € N \{L, 2}, oo
n2(n—1)2
— Le quotient de deux sommes de Gauss. L)
,n2
Sk
e k=0 X s plp+1)
Simplifier ~— pour tout n € N*, en utilisant la formule 1 +2+--- +p = R
Sk
k=0
— Décomposition en somme d’une partie entiére et d’une partie décimale. ')
3 b
Soit k € R\{1} et x € R\{2}. Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + — avec b < c.
c
29 k Jr —1
— .. b) —— ... ..
%) % U A
— Un produit de fractions. L)
. 1 1 9 9
Soit t € R\{—1}. On donne A = il sene et B= (1+t*)(1+1)°
Simplifier AB autant que possible. ....... ...
Comparaison
alcul 1.10] — Reégles de comparaison. L]
Comparer les fractions suivantes avec le signe « > », « < » ou « = ».
3 5 12 10 125 105
S e e b) —...— ...... —_— = ...
9 5 ETRRET 9 35 m
— Produit en croix. L]
33 215 104 348
Les nombres A = 66317 © = 508 341 sont-ils égaux? Ouiounon? .......................
— Produit en croix. )

100 001

ot 1 000 001
1 000 001

~ 10 000 001

On pose A = ca-tton A>B, A=BouA<B? ...........

Réponses mélangées

-1 ab 12 10 1 nd+n
- -7 2 3 il e - 247 1 000
n(n+1)32 a—"b A 117 12 2 . n+1
10 5 3 203 1 3 5
ot 2 022 _ Z id aid - Z 252
0 5 Stri s " 5 6 579
16 1 125
4 e 1 - 5 _ 3k—2 N 1 -
+ A>DB 3% 2 2x3 on + P—

25

o Ol

_ 105
21

» [Réponses et corrigés page [83)
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Fiche de calcul n°2 002A
Puissances
Prérequis
Opérations sur les puissances (produits, quotients), décompostion en facteurs
premiers, sommes d’expressions fractionnaires (méme dénominateur), identités
remarquables, factorisations et développements simples.
0o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
10° (105 -1073)5
10°-10% .......... T, —_—
2) ) 1 ®) 05109
107° 3)=5. 105
b) (10°) ..o ) y Qo) 107
10_3 103 . 10_5 ......
o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme sous la forme a™ avec a et n deux entiers relatifs.
25 6°
a) 3t.5% c) SECIRLLRLIREREE e) PRERREERTREIRPRES
— -~ (304)7
b) (%)% ... d) (=73 (=775 f) SIS R
00
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme 2" - 37, ot n et p sont deux entiers relatifs.
23 . 32 322 + 321
Q) e e C)  moo oo e
34.28.6-1 322 _ 321
2 (_o9\4)8
b) 221 42% d) (3(—2))_2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
(=7 %)
000
Dans chaque cas, simplifier au maximum.
817676 1272154
A) e e C) oo e
9—3.942 252 . 184
) 552 .12172.1252 a) 363 - 705 - 102
975 GOG=Z g5d e 148 982 56
000

Dans chaque cas, simplifier au maximum 1’expression en fonction du réel x.

T

2 2

a)

r—1 z+1 22-1

.............. c)

2 1 8 1 z+2 2
b T d) —4+ ==
) T+ 2 x—2+x2—4 ) ;z:+:c2—4 2 — 2%
Réponses mélangées
2z x
328 11 102 154 —7)72
rz+1 ( ) rx+1
238 . 326 27 26.5 2 2—4.371 1078 10%° 10*
2 1
310 56 35 22l .3 1072 108
x—2 xr—2

z? z3

22—z 3422 23—z

» [Réponses et corrigés page |36|
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Fiche de calcul n°3

Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables !

Développer, réduire et ordonner

003A

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. Idéalement, on écrira directement

le résultat. La variable x représente un nombre réel (ou complexe).

Calcul 3.1 o
Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.

13
a) (21;2) .................... d) (e+1)*@-1)(22+z+1) ...

2

b) (- 13 +a+1) e) (¢—1)(z+1)(@*+z+1) ...
C) (I+1)2($—1)(1‘2—I+1).... f) (1}2+LE+1)(1’27I+1) .......
o
Développer, réduire et ordonner les expressions polynomiales suivantes selon les puissances croissantes de .
a) (x—2)°(-2?+32—1) = 2z - 1)@ +2) .ot
b) (2243)(5x —8) — (2 —4)(Bx — 1) vt
c) ((:L‘Jrl)Q(xfl)(xQ —z+1) +1)x7m6 —2P 2
) (@+D(@—1)2 =22+ 4F1) oo
e) <x2+\/§x+1)(1 —\/§m+x2) ........................................
£ (2% a4 1)
Factoriser
Calcul 3.3| — Petite mise en jambe. ]

Factoriser les expressions polynomiales de la variable réelle x suivantes.

a) —(62+T7)(6x — 1)+ 3622 —49 ..o
b) 25 — (102 4 3)% oo
¢) (62 —8)(4x — 5) 43627 — 64 ..t

d) (=97 — 8)(87 + 8) 4 6427 — 64 ...

Fiche n° 3. Calcul littéral



Calcul 3.4 — A l’aide de la forme canonique. o

Factoriser les polynémes de degré deux suivants en utilisant leur forme canonique. On rapelle que la forme

2
<x+%> _b2——4ac] (ol a # 0).

canonique de az? + bz + c est a

4a?
a) 22 —20+1 ...l d) 322 +7x+1 ...l
b) a?4+4r+4 . e) 202 +32—28 ...l
¢) 2243 H2 . f) —bx?4+6x—1..............
— Avec plusieurs variables. 00
Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.
a) (z4+y)?2—2% . d) zy—z—y+1 ..o
b) x? + 6xy + 9y? — 16922 ........ e) a3 +afy+20t +2aytaty ..
©) wyt+zHy+l . f) y*(a®+b*) + 162 (—a® — b°) ..
— On passe au niveau supérieur. 000

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

¢) zt+ax?+1

d) (ac+bd)? + (ad — be)?

e) (ap+bq+cr+ds)* + (ag—bp — cs +dr)? + (ar + bs — cp — dq)? + (as — br + cq — dp)? .

Réponses mélangées

2(3z — 4)(10z + 3) (a® + %) (* + d°) —2+ 122 — 172° + 82° — 32*

5z — 1)<x - %) (z— 1)y —1)

(a® + 02+ +d*)(p* + ¢ + 12 + %)

(x—1)(z+1)(2*+1) 2—x+a3 -zt — 2"

—8(2? +1)(z — 4)(z +4) (z+y—2)(r+y+2)

3 1
(x+1)(y+1) 82 — 6%+~ — = R N R | (2 +z+1)(z" —2z+1)

3<x—|— 7_6m> (x

(z +y)(z+1)°

74+ /37
++6\/_)

—1—3z—32% + 23

278
2° 4 22* + 2% — 2 — 22 — 1 (z +2)? —28 + 21z 1+ a2t ot 2% +1
(a® +0%) (y — 42%) (y + 42°) (14z + 3y)(—12z + 3y) —6(6z +7) (x—1)2

-2t —a?+1

1422+ 322 +22° + 24

2(m+—3_2/ﬁ><x+—3+2/ﬁ>

2 =22t 4 ad — 2?20 -1 (x+1)(z+2) 4(5x +4)(—=5x + 1) —8(x + 1)(z + 16)

» [Réponses et corrigés page [37|
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Prérequis

Fiche de calcul n°4

Racines carrées

Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.

Premiers calculs

004A

— Définition de la racine carrée. o
Exprimer sans racine carrée les expressions suivantes.
a) V(=5)2 o d) Q= VD2 .
b) (V3—=1)2 .. e) (B3—T)2
c) (V3—=2)2 ... f) (3—a)® ..
— Transformation d’écriture. 00
Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.
a) (2VB)2 ) B+VEI-B-VT)? . ...
4
b) 24V . f) ( 2\/3) ....................
2
¢) VA+2V3 g) (5 — ﬁ) ...................
V3

d) H6V2 o h) (V2+V3)2+(V2—V3)2 ...
Avec la méthode de la quantité conjuguée
00
Rendre rationnels les dénominateurs des expressions suivantes.

2-3 1
A) e e €) o e

2+ V2 V23
b) V2-1 B V2+V3

;2 SSARERIELELERIELEE R T 7 1 SRSRREELEEEIELEERIELE
0 V2+V3+45 2 5+2V6 5216

V-2V SRNRLELERELLER LR AT BT ATA

o Vi-v2 b ( 5v2 )

JEB Bar1) e

oo

Fiche n°4. Racines carrées



Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.

Calculs variés

calcul 4.5 — Avec une variable.

On considére la fonction f qui & « > 1 associe f(z) = vx — 1. Pour tout & > 1, calculer et simplifier les

expressions suivantes.

L f'(=@)
a) f(x)+ Ty d) Flay e
flx+2)— f(2) "
) flx4+2)+ f(x) e) flx)+4f"(x) oo
C) x -+ 2f(gg) _______________________ f) ff/’((xl?) ............................

— Mettre au carré. [
Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.
a) \/3+\/_—\/3—\/5 ................. b) \/3—2\/§+\/3+2\/§ ..............
— Méli-mélo. 000
Donner une écriture simplifiée des réels suivants.
a) ug ........................... d) Bexp 2P
2+V5
3+Vb
b) \/34+2V2 e) 2 2‘/_ ........................
2+/2 V241
C) A o f) —In—— ...
2-2 V2-1
alcul 4.8 0000

N 3 [ 125 125
Slmphﬁer\/?)—}- 9+2—7—\/—3+ 9+2—7.

On commencera par exprimer A% en fonction de A. .............. ...l

Réponses mélangées

G-l h(l4v3) a8 x/§+i—ﬁ _3+\/§+2\/§+\/6‘ .
(xf(f)—;% 1+v2 12 9—%\/5 3-2v2 1 3442
50 —25v3 |3 —aql —V3+2 127 10 20  V7-2
—~(V2+V3)  2V2 \/% 1+v3  —11+5/5  9+4/5 22
%xil —4(x —1)2 r—a2 -1 1+vVr—1 2—f—\/§+%\/6
VI5+VI0-V6—-2  1+v2  1-V1I0+V15 7-3  1+vV5 V3

» [Réponses et corrigés page |39
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Fiche de calcul n°5

Expressions algébriques

Prérequis
Identités remarquables.

Equations polynomiales

~ Cubique.

Soit @ un nombre réel tel que a® —a? +1 = 0.

005A

Exprimer les quantités suivantes sous la forme za? 4+ ya + z ol z, y, z sont trois nombres rationnels.

a) (a+2)3 ....... ¢) a'? ...,
1 1

b) a®—a® ... d) =+ ...
) a’—a ) a * a?

Jalcul 5.2| — Introduction aux nombres complexes.

Soit i un nombre tel que i2 = —1.

Exprimer les quantités suivantes sous la forme z + iy ou x,y sont deux réels.
a) (3412 ... c) (3—i)3 ...
b) 3—1)2 ... d) (3—-20)°% ........

Calcul 5.3

Méme exercice.

a) (4—5)(6+30) .......

b) (2+3i)*(2-3i)° .....

Calcul 5.4] — Puissance cinquiéme.

Soit @ un nombre distinct de 1 tel que a® = 1. Calculer les nombres suivants :
a) a’ —3a +4a® —a®+3a -1
4123

b) a1234 % a2341 % a3412

1234

c) H a”
k=0

e) Zak ....................................................................
f) H (2—ah)

c) (—4+i\/5>3

d) (—§+i§)3

S/

10
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Expressions symétriques

salcul 5.5 — Inverse. ]

Soient x un réel non nul. On pose a = x — —. Exprimer les quantités suivantes en fonction de a uniquement.
T
1 1 1
2 3 4

a) 74+ — ... b) z°—— .... c) 4+ — ...

) @t ) 2 ) o

salcul 5.6 — Trois variables. 000

Soient z,y, z trois nombres deux a deux distincts. On pose
a=r+y+z, b=zxy+yz+zz et Cc = TYz.

Exprimer les quantités suivantes en fonction de a, b, ¢ uniquement.

d) @YY+ 2)(ZHT) e

e) wryzdytrr 2Ty o

£) w4 R

0000

Méme exercice.

a) Y42+ +a)+ 2@ FY)

Y z

c) (x—y)(x—z)+(y—z)(y—x) Gon_y)
d a? y? 22

) ORI I 7 T i Rl s ey ST
.’13'3 y3 Z3

e) (m_y)x_z)—i_(y_z)y_x) (z—x)(z—y) .................

Réponses mélangées

—a®+1 —4 + 43iV5 8 — 6i ac a?—2b 8 + 6i a® + 3a a’—a—1
—9 — 461 39 — 18i a a®+2 1 0 31 a® — 3ab + 3¢ 0
a* — 4a%b + dac + 2b> 18 — 26i 1 -1 Ta? +12a+ 7 a’b — ac — 2b® 1

ab— ¢ 2197 ab — 3¢ 3 4a®> —a—3 a* + 4a®> + 2 1 —2ac + b2

» |Réponses et corrigés page [9]]
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Fiche de calcul n°6 0005bis

Equations du second degré

Prérequis
Relations entre coefficients et racines.

Dans cette fiche :
e tous les trindbmes considérés sont réels;
e on ne s’intéresse qu’a leurs éventuelles racines réelles;;
e tous les parametres sont choisis de telle sorte que 1’équation considérée soit bien de degré 2.

Les formules donnant explicitement les racines d’une équation du second degré en fonction du le discriminant
ne servent nulle part dans cette fiche d’exercices !

Recherche de racines

“alcul 6.1 — Des racines vraiment évidentes. o

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont a chercher parmi 0,1, —1,2 —2 ainsi
éventuellement que 3 et —3.

a) 22 —6r+9=0 ..., £) 202432 =0 ...t

b) 922 +62+1=0 ......cccvviin... g) 202 4+3=0 ..,

¢) 22 4+4r—12=0 ..., h) 2 4+42—-5=0 .....cccoeiiin..

d) 22 =52+6=0 ..ot i) 322 —1lz+8=0.......cccve...

e) 22 —Br=0 ..o j) b4+ 24x+19=0 ...,

— Somme et produit. 00
Résoudre mentalement les équations suivantes.

a) pP—1324+42=0................. d) 22 -8 —-33=0 ..........cuui...

b) 2 +8z+15=0 .................. e) 22— (a+br+ab=0 ............

¢) 2 F18T+T7T=0 ..o, f) 22 —2ax4+a®—b2=0............

— L’une grace a l’autre. )

Calculer la seconde racine des équations suivantes.

a) 322 — 14z +8=0 sachant que & =4 et TACINE ...........coveirriiieieaiiiiiieann,

b) 72?2 +232x+6 =0 sachant que £ = —3 €St TACING ... ......covrrrriiieeiiiiiiiaaannn,

¢) ma?+(2m+ 1)z +2=0 sachant que z = —2 est racine .....................oooii...

d) (m+3)2® — (m*+5m)x +2m? =0 sachant que x = m est racine .....................

12 Fiche n° 6. Equations du second degré



“alcul 6.4] — Racine évidente.

Trouver une racine des équations suivantes et calculer I'autre en utilisant les relations entre les coefficients du
trindme et ses racines.

Seuls les deux derniers calculs ne se font pas de téte.

(b—c)a® +

(c—a)x+(a—=D) =0 oot

a(b—c)z? +b(c—a)T+c(@—D) =0 oo

1

xfa—i—xfb a b

Recherche d’équations

Calcul 6.5 — A la recherche de 1’équation.

En utilisant la somme et le produit des racines d’une équation du second degré, former I’équation du second
degré admettant comme racines les nombres suivants.

f)

S S
S S A
2 V3 et 2 =V

m+vVm2 =3 et m— VM2 =3

m+3 et
1
mtio o
m

Calcul 6.6 — Avec le discriminant.

Déterminer la valeur & donner a m pour que les équations suivantes admettent une racine double, et préciser la
valeur de la racine dans ce cas.

a) 22— (2Mm A 3)T Mm% =0 oo
b) (m+2)2 —2(m — 1) +4=0 ..ottt
¢) (M43 2% +2Bm+ D2+ (m+3) =0 oo

Fiche n° 6. Equations du second degré
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Factorisations et signe

alcul 6.7| — Factorisation a vue. 00

Déterminer de téte les valeurs des parametres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout x.

a) 202 F T2+ 6= (T F2)(AT FD) ottt

b) —da? 44z — 1= (22 — 1)(@Z +D) oo

€) =322+ 142 — 15 = (2 —3)(aT D) ot iii

1 11
d) 5:102 + 2%~ 0= (2 =5)(AT +Db) <ot

e) 22T —21= (2 —VT)(ax+b) o o

— Signe d’un trinéme. L)

Déterminer I’ensemble des valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles.

a) 22— (V24 1) 2+ V2

b)  —a% 20 15

Réponses mélangées

2,3 a=1/2etb=38 —2/7 a—ba+bd ] — o0, —1] U [2/3,4+00]

222 — (4m + )z + (2m? +m — 15) = 0 m donc ab/m m=-3/4etz=23/4
m=—letzx=-2oum="7etz=2/3 1 donc —5 0, donc 5 a,b 2/3
a=-2etb=1 22 —2mx +3=0 22— 62 —187=0 22 —4x+1=0 —1/m
a=1etb=3V7 6,7 —1 donc —19/5 m?z? + (m —2m?*)z + (m* —m —2) =0
a=2etb=3 a=-3etb=5 1 donc (a —b)/(b—c¢) 1 donc 8/3
[—3,5] ] — 00, 1] U [V/2, +o0] 3,3 2,—6 m donc —(m + a + b)

-3,-5 1] 2m/(m + 3) 0, donc —3/2 1 donc ¢(a — b)/(a(b —¢))

x? =222+ 117=0 m donc m(a —b)/(b—c) ] — o0, —=1/2[U[4, 40| -1/3,-1/3

a + b puis 2ab/(a + b). m=letx=—-loum=—-letz=1 -3,11 -7,—-11

» [Réponses et corrigés page [94]
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Fiche de calcul n°7

Exponentielle et Logarithme

Prérequis
Exponentielle, logarithme.

Logarithmes

006A

Calcul 7.1 ]
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.
1.1 1.1
a) 1n16 ........................... d) glﬂz*ilng ................
b) InbB12 ... e) n72—2In3 ...l
c) In0,125 ...t f) In36 ...
Calcul 7.2 ]
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
1
a) In I ERARRRRRRRERRERREETTEREERTE d) In500 ...
16

In(2,25) oo In— ...
b) Il( ’ 5) e) n 25
¢) In21+2In14 —31n(0,875) ..... f) In(6,25) ...ovinii
00
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
ln7+lng+ +1n%+1nﬂ

5 3 99 TOO T
— Logarithme et radicaux. 00
7 1
a) On pose a = — In(3 4 2v/2) — 41In(v/2 + 1). Calculer (14 v/2)? et
) D 76 I ) ( ) ( ) 1
En déduire une écriture simplifiée de a en fonction de In(v/2 —1)......oovvieeiieeeinn ..
b) Calculer 3 sachant que In 3 =1In(7 +5v2) + 8In(v2+ 1) +7In(v2 —1) .....oovniiiinn. ..
c) Simplifier v = ln((2 + \@)20> + ln<(2 - \/3)20) ............................................
1 -1

d) Simplifier 6 = ln<\/32+ ) + 1n(\/52 > ................................................
Fiche n° 7. Exponentielle et Logarithme 15



Exponentielles

Calcul 7.5

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Calcul 7.6

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Etudes de fonctions

— Parité.

Etudier la parité des fonctions suivantes.

2021 +x
: I
) friw— g
b) fo:ix = In(@ 4 V@2 4 1) oo
e?r — 1
e
c) fs:w % 11
e’ —e "
d L o e

alcul 7.8 — Etude d’une fonction.
Calcul 7.8 Etude d’ f

e’ —e "

Soit f:axr— ———.
et +e 7T

a) Préciser 'ensemble de définition de cette fonction. ........ ... o i

fla) + f(b)
1+ f(a)f(b)°

b) Montrer que pour tous réels a et b on a f(a+b) =

c) Déterminer la limite de f en 400. ..ottt

d) Déterminer la limite de f en —00. ..o

16 Fiche n° 7. Exponentielle et Logarithme



00

On considere I'application

Rt — >R
| z——=In(l +2)

Calculer et simplifier les expressions suivantes pour tout z € R pour lequel elles sont définies.

a) f(2e" —1) .o d) off () =1 oo
b) et @) e) ef’{:i)l) ...........................
o) —f(x*—2x)

Equations, inéquations

000

Résoudre les équations ou inéquations suivantes.

Réponses mélangées

1 2In5 —2In2 %ln(\/i—l) —2In2 —2In5 -17 —3In2 8
In3+411In2 1 -1 R impaire 3ln5+2In2 z+1n2 3In2
impaire %_T\/ﬁ 4In2 2In2+2In3 0 —% -1 impaire
ﬁ ok %mz —2 0 zel0,1]  17T+12V2 x21n1§+5 —lix
\/i_x T > g impaire % é o g In|z — 1] ?m(i+a)
—2In5+41n2 % 2In3 —2In2 —In3—2In2 x;—% 91ln2 e

» [Réponses et corrigés page |96|
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Prérequis

Fiche de calcul n°8

Trigonométrie

Relation cos” +sin® = 1. Symétrie et périodicité de sin et cos.
Formules d’addition et de duplication. Fonction tangente.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Valeurs remarquables de cosinus et sinus

Simplifier :

) m n 3T n o7 n T

a s — — — — .
cos 1 cos 1 cos 1 cos 1

5 7
b) sin % + sin %

Propriétés remarquables de cosinus et sinus

Calcul 8.2
Simplifier :

a) sin(m —x) + cos(g + x)

b) sin(—z) + cos(m + z) + Sin(g - x)

Formules d’addition

Calculer les quantités suivantes.
) ‘ 5T ( T 4 T 571')
a cos12 ona6 1=1g)
T
b S e
) cos 1

Calcul 8.4

a) Simplifier : sin(4z) cos(5x) — sin(bx) cos(4x)

sin2x  cos2x

b) Simplifier :

sinx cosST

2 4
c) Simplifier : cosx + cos (x + ;) + cos <x + 7T)

d) Expliciter cos(3z) en fonction de cosx

(pour z € ]07 g [)

3

007A

o
)t 27r_|_t 37T+t 57T+t T
c) tan — + tan — + tan — + tan —
3 4 6 6
4
d) cos? & sin? S
3
o
) sin(5 — ) +sin(5 4 0)
¢) sin(-—x)+sin(=—+x) .........
2 2
d) cos(x—w)—i—sin(—g—x) ........
o
.o
c) B T e
™
d) tan-— ...
) tangg
4

18
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Formules de duplication

Calcul 8.5

™ ™
En remarquant qu’on a 1= 2 x 3 calculer :

Calcul 8.6
1 — cos(2x)

a) Simplifier : Sn(2a)

sin3r  cos3x

b) Simplifier :

sinx cosx

c) Expliciter cos(4z) en fonction de COST ...o..vuiin ittt

Equations trigonométriques

Calcul 8.7

Résoudre dans [0, 27], dans [—m, 7], puis dans R les équations suivantes :

c) sinz = cos YRR h) 2sin® z+sinz—

d) tanz=-1......... i) cosx:cosg.

Inéquations trigonométriques

Résoudre dans [0, 27], puis dans [—7, 7], les inéquations suivantes :

a) cosx>—7 ........ e) tanx>1 .....

(avec x € }0, g [) ...................................................

(pour z € ]0, g {) ...............................................

1=0

Fiche n° 8. Trigonométrie
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Réponses mélangées

{41 51} {%Jrkw,kez}u{ll—“Jrkw,keZ} R [0 3—”} [5—7T o ]

373 12 4 4’
o 3T _371' T 3 T 51 0 Tm 1lxw
4’ 4 47 474 4 26’ 6 6 6
T 137 Y " 9 ™ ™ \/6—\/5
{7,7} [5’?] 8cos®x —8cos”x + 1 {Z+k§,k€Z} —1
tan z {%—i—kw,keZ} {%Jrzkw,kez}u{%mkmkez} _sinz
T 5t s 5m 1
-, = 4dcos®x — 2 - —— [ —} —.2
{ 3,3} cos” x — 3cosx { R 6} 0,6 U{ﬁ, w] P
T T s 5t Tmw 117
{7+2k7r,k€-7[,} U {—?+2k7r,k€Z} -1-3 [O, g} U [F’F] U {T’%]
o [Ee] Gl e
"6 | 67 472 27 4 472 27 4 2
57 7w 37 bwiw V6 — 2
{ + km EZ}U{F-FICTF,kEZ} 2cosx {Z,I,Iz} T
g 1 © 7 T T T 37 0 5_71' z E 5_7T { E E}
R G Gl CI 676676 T
[ 37 37 T T T 117
- = —m,—=| U= RN z =T 49 z
0 4,4} [77, 3]U[3,7T] {6+k7r,ke }U{6—|—k7rke }

127127 127 12 66 6’ 4 4’ 2

_ _5_7r_ U {_E E} U 5_7T 5_7r 9_7r ].].7T T w 1lw S
76 | 66 6" 14’14 120 127120 12 14
T dw 3w T bmw 77r ].].’R' 157 V3 -
— =, — P 0 U , 2
6’6 2 373 8 \/_—1—1
3n w T s 97
{—— ——[u[— —[ {——i—k keZ} {—+2k7rk€Z} {ﬁ—i-ler,keZ}
@]

-{71' 17 137 237r} {w 5t Tw 117r} [0 371'] [777 27r] V2 4+ 12

o

T
14

,_n

4’ 2 4’2 6 3’
25_71' _3_71'2 [7r 7T|: b 3w 242
4’ 4 474 4’ 2 42 2
% T 3w Wi 27 -7 T T
S == — il Tyo Z T z
[ L R VL R = Y S ISP

» [Réponses et corrigés page |99
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Fiche de calcul n°9 008A
Dérivation

Prérequis
Dérivées des fonctions usuelles. Formules de dérivation.

Application des formules usuelles

— Avec des produits. o

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

a) TERet fl#) = (2?2 +324+2)(22 —5). oo

b) z€Ret f(x) = (2 +324+2)(@% —5). oo

¢) ze€Ret flx)= (2% =22 +6)exp(22). .ovvvriiii .

d) 2 €]2,+oofet f(z) =B —z)In(z —2) ..ot

Calcul 9.2| — Avec des puissances. O

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) zERet flm) = (2% —52) . .o

b) ze€Ret flx)=(22° +4x — 1) ...

¢) xE€Ret flx) = (sin(x) +2cos(z)) ..o

d) zeRet f(x) = (3cos(x) —sin(z))® ...

Calcul 9.3 — Avec des fonctions composées. o

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) ERet f(@) =In(@? + 1) oo

b) ze]l,+oolet f(z) =In(In(x)). «.cooviiiii

¢c) r€Ret fla)=2—m)exp(@®+2). .

d) zeRet f(x) =exp(3sin(2x)). «.ovniriiiiii i

Fiche n®9. Dérivation 21



Calcul 9.4] — Avec des fonctions composées — bis.

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

222 — 1

R et = SIN ().
a) reRet f(x) bln(x2+1)
2c + 1

b) z€Ret f(w):cos(x2+4). ....................................

c) z€]0,mlet f(a)=/SIN(X). .oooii

d) z€]0,+oo[ et f(x) =sin(Va). ...

— Avec des quotients.

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

2% 4 32

a) xeRetf(x):m.

b) z €]0,+00 et f(x) = e

cos(2x + 1)

c) vERet f(r) = —5———

2 +1

B 222 + 3z

d) ze|l,4oofet f() = ———— oo

In(x)

Opérations et fonctions composées

Calcul 9.6

Déterminer I'expression de f/(z) pour f définie par :

a) x€R*et f(x) =2’sin (%) ......................................

b) z€]—3,3[et f(z)=

¢) x6]1,+oo[etf(x):ln( iji) ..............................
d) ze€l0,mlet f(z)=1In (blzx) ...................................

22
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Dériver pour étudier une fonction

00
Calculer f’(x) et écrire le résultat sous forme factorisée.
) zeR\3,—2et f(x) L + !
a) ,—2et f(z) = e
33—z 24z

b) z€]—1,4oo[et fz)=a® —In(x+1) ..ooorriiiiiiii .

¢) ze]l,+oofet f(x) =In(a? +2 —2) — i+2. ....................

d) ze]—1,400[et f(m):xi—l—m—ﬂn(x—i—l). .................

+1
e) z€l0,e[Ule,+ool et f(z)= % ..........................

Réponses mélangées

5xt — 62% + 4z — 15 z cos(x? — sin(z) (22? — 2z + 10) exp(2z)
x sin(x)
8 cos?(z) — 6 cos(x) sin(x) — 4 6 cos(2z) exp(3sin(2x)) ﬁ
B (22 + 1) sin(2x + 1) + z cos(2z + 1) oLy 1
2 RS 1 2z sin (E) cos (;)
(2z + 3)(2sin(z) + 3) — (z2 + 3z) X 2cos(x) 5.2 _ 2
(2sin(2) 1 3)2 T (2 dr—Dew@+a)
cos(x) x? 2 6z (2932 - 1) 2z
o sin(@) @412 pl-@)? (@412 Va2 41 2211
10z —5 (4 4+ 3)In(x) — 22 — 3 VI 9
CEFECRETE (n(2)? R N TR Y
23 ) 2 1++3 1-3
NG x—l—l(m—’_ 2 )(“ 2 )
2 2 _
% (62 — 1) In(z — 2) + ?’i - ; —3(3cos(x) — sin(z))?(3sin(z) + cos(x))
202422 -8 . 2r+1 cos(y/z) 3 5
R n(x2+4) s 4(22° + 42 — 1)(32* 4 2)

» |Réponses et corrigés page [101]
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Fiche de calcul n°10 009A

Primitives

Prérequis
Intégration de Terminale. Dérivée d’une fonction composée.
Trigonométrie directe et réciproque. Trigonométrie hyperbolique.

Pour chaque fonction a intégrer on pourra commencer par chercher les domaines ou elle admet des primitives.

Calculs directs

Calcul 10.1 o

Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.

Calcul 10.2 ')

Meéme exercice.

a) VIFt—Vt....o. c)

Utilisation des formulaires

Calcul 10.3] — Dérivée d’une fonction composée. 00

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

Calcul 10.4] — Dérivée d’une fonction composée — bis. 00
Méme exercice.
In®t 1
B) e d) ——=
) = ) 2/t
1 of 4ot
T e) o= SESEISRISNS
8e?t et
C) (3 — th)B .................... f) th ...........................
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— Trigonométrie. 00

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

cost
a) cos’tsint....... g) tant ........... 1) A —smp?
i 1
b) cos(t)e™™"....... h) tan®¢...........| | ) ——
) 1+ 4¢2
tan® ¢ t
c) tant ............ ) n2 ........... ) c_
cos=t 1+ e2t
M P | Arcsin(y
1 —sint cos?(t) /tan t o e
sin v/t 1+ tan2t
e) N RREREE k) + a2n ....... D) 1
tan®? V1 — t2Arcsin(t)
p costmnd)
t
— Trigonométrie — bis. 000
Déterminer une primitive des expressions suivantes en utilisant d’abord le formulaire de trigonométrie.
9 sin(2t) 1
a) CoS“t............ —_— f) ——7+—...
) 1 +sin?¢ ) sin?(t) cos2(t)
. 1 1
b) cos(t)sin(3t) .... e) ————— ..., g)
S fcost S
c) sint.........
— Fractions rationnelles. 00
Déterminer une primitive des expressions suivantes apres quelques manipulations algébriques simples.
?4+t+1 3 +1 t—1
a) ——5 e d) —— . 8) g
t t+1 t*+1
2 +1 t—1 t
b) ——— . —— h) ———.........
) t3 ¢) t+1 ) (t+1)2
1—1t6 3
C) 1—¢2" 777 f) PO T

Dériver puis intégrer, intégrer puis dériver

Calcul 10.8 000
Pour chacune des expressions suivantes :
e dériver puis factoriser I’expression ;

e intégrer ’expression.

a) t2—2t+5 ... e) e* et .
1 1 3t—2

b) t72+¥ ......... f) [

1 t2

C) \/-E_t? ........ g) m ..........
1 1 3t—1

d) —4+—— ....... h) —— .........

) t\V/t ) t2+1
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i) sin(t)cos?(t) ...

sin 2t
1+ cos?t

j) sinh(t)cosh(t) ..

sint
m P —
2+ 3cost

t
V1—1t2

— Bis repetita.

Reprendre I'exercice précédent en commencant par intégrer puis en dérivant et factorisant.

Réponses mélangées

1 3cos?t —1 1
In |t +1 4+ — P ﬂc—iTﬂz puis — In(1 + cos?(t)) cost(3cos® t — 2) puis —3 cos® t
lnt - 1 t(t* +2) D R
puls lnt——ln t Zln|tan2t| In|t+1] RS TS puis gln(|t -1
1 4t
In|l—e ' +ef sinh(t)? + cosh?(t) puis = sinh?(t) —cost + = cos> t -—— _cos(t)
2 3 3t2 4
1 1
—et Int — Y5 t—2In|t+ 1| In(1 + sin? ¢) gArctan(3t) 3 In(1 + %) — Arctan(t)
3 45
In | tant| lsi1r1(7rhat) t+ i + i SR 1‘caJn21f+ln|cost| —2cosV/t
- 375 (1+32)2 2
- 3 2t B YRNRNTN SO TR v 1 . /
—1In |]_ — smt| —m 2e”" — 3e puis 56 — ge m puis — 1—12
2 2 1+1Int 1
— L T In|Int —V1-12 = (Arcsin(t))?
G —1e2t)2 1 5 T3 n|t+ 1| a2 Pusln |1n | 1 ; 2( 21"CSln( )1)
22 : 4 . 3
e— 6(1 +2t%)> tant — ¢ —Arcsin(2t) 1 tan® ¢ i + 74 buis §t2 + %2
2 t
ﬁ puis In(2 + ) Arctan(e’) —cotant + tant —In|cost|
e
1 t(a2t 1 t2 t3
2(t — 1) puis gts — 12 + 5t —%) puis Arctan(e') 2vInt t— 5 + 37
1 2tsin 4 cos 1 . 1/2 1
3e372 puis §e3t_2 —# puis cos n esint —3 (; + 1) puis -+ In [¢|
1 1 Int —sinlnt
(1- 2752)6_t2 puis —§e_t2 5Arctan(2t) w puis — cos(Int))
2 t in (2t 2_9t— 1
3 In|1 + 3| 3 Slni ) _% puis g In(t*> 4+ 1) — Arctan(t) -3 cos® t
1 1 1 3 2 2 3 3.4
- t+Int— - 2vtant —(1 t2)s —(14+1t)z —-t3
2 (1 —sint)? it an FAHTEE SR g
2cost+3 1 1 4t 2t
In |Arcsin(t)| % puis —3 In|2 + 3 cost| 1 In*t _cosé ) Cosi )
4 31 11 2 1 3 1
A S R 2 1n(1 + 3¢2 __9 L2t
B apn PU T3 g ghEst) tr2  2°

» [Réponses et corrigés page |104]
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Prérequis

Fiche de calcul n°11

Calcul d’intégrales

Primitives usuelles, composées simples.

Intégrales et aires algébriques

b
On rappelle que

a
repere lorsque les bornes sont « dans le bon sens ».

Sans chercher a calculer les intégrales suivantes, donner leur signe.

3
a) / 2 +e¥da .
-2

-3
b) / |sin 7z| dx
5

En se ramenant a des aires, calculer de téte les intégrales suivantes.

Calcul d’intégrales

b
On rappelle que si F' est une primitive de f alors / f(z)dx = F(b) — F(a), que l'on note [F(x)] .

Calcul 11.3] — Polyn6mes.

Calculer les intégrales suivantes.

3
a) / 2dx o
—1

—1
c) / sin
0

8
d) / 1—2zxdx ..
2

Calcul 11.4)] — Fonctions usuelles.

Calculer.

§
a) / sinzdr ...

b) /6 coszdx ...

us
6

c) /de
E

100 1
d / —dz ...
A

dx ...

2
e) /sinxdm....
-2

010A

f(z) dz est laire algébrique entre la courbe représentative de f et ’axe des abscisses du

Fiche n°11. Calcul d’intégrales
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Calcul 11.5| — De la forme f(azx +b).

Calculer les intégrales suivantes.

alcul 11.6] — Fonctions composées.

Calculer les intégrales suivantes.

3
T —2
———dx ...
2) /1 22 _dz 15"

— Divers.

Calculer les intégrales suivantes.

1 ex
———dx ...
2) /0 ey 2er 11

3

b) / e +1|de ...
-2
2

c) max(1l,e*)dz ...........

Réponses mélangées

Positif 2 —e3 —1n3 0
1 s V2
-1 (1 —) g Y2
s nit 2 6
1 2
L2 s gy
30 4101 8
50 177 14 Positif

1
d) / chade ...
0

2(e® —1)
3e —4 18 78
0 Négatif
1 1
2 (1 B g> 1

00
d) /6 sin(3z)dx .............
e) - d
——dz ..
0 AV 3[6‘ + 1
P
f) /ﬂcos(g —x) de .........
00
3
d) / sinz(cosz)®dx ........
-z
1
e) / ze® “tdx
0
1
x
f de ...
) /0 (x2 +1)4 v
000
d) / Sez2me
1 x
e) /2 cos(2z)sin(z)dz .......
0
f) /4 |coszsinz|dz .........
-5
00

11 7
2 e+1 0 1 0 48
2 17 1 2
“ 2! In| -2
3 2 384 (ﬁ)
99 1

2 [ p—
¢ mwo ° 3 0
8 5 1 v3 1
3 2 2 2 3

» [Réponses et corrigés page |107|
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Prérequis

Primitives, dérivées, intégration par parties.

Fiche de calcul n°12

Intégration par parties

011A

On rappelle le théoreme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € C'([a,b],R) et si v € C'([a,b],R), alors

Intégrales

Calcul 12.1
Calculer :

™

z
a) / tcostdt ...... .. ... ..
0

Primitives

Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.

a) x+— (—x+1)" ...

c)

x — arctan(z) ......

Fiche n° 12. Intégration par parties
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Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

— Calcul d’intégrales. 000
! 3
a) / (243t —4)e®dt ..o b) / elsintdt ...
0 0
— Calcul de primitives. 000
Calculer des primitives des fonctions suivantes.
a) x> sin(x)sh(z) .... ¢) zr+— (zlnz)? .......
b) z—In®z ........... d) z+— grrecos(@) o

Réponses mélangées

In(2))%2"® — 21n(2) — 2 4 2 1
(In(2)) n(2) i dn@) - th@) -2 mE)-247
(In(2)) 2 2 2 2
R—R 2v/2 N 4 RY = R
1
z = 5(— cos(z)sh(x) + sin(z)ch(z)) 3 3 z— xln®z —2xlnz + 2z
1 2 8 4 J-L1 =R
T _“m2e-2 4 V2@ -ov24+- 1 )
4 2 32 3 9 9 N _earccos(x) (33 _ \/1_—$2)
2
. R% — R 5, R - R
- — ——e
2 x 3 1ln2ac—glnm+3 2 z = (—x 4+ 2)e”
3 9 27
R—R e +1 R—R
2 1
x — wxsh(z) — ch(zx) x — zxarctan(zr) — 5 In(1 4 2?%)
R? - R
TV * om2-> T_1
12 2 1+ 4 4 2
x

» |Réponses et corrigés page [111]
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Prérequis

Fiche de calcul n°13

Changements de variable

Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.

Changements de variable

012A

Calcul 13.1 00
Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de l'intégrale.
1
a) / V1—t2dt avec t =SINO ... ... ..
-1
S
b) / —dt AVEC U = VE oo e e e
1 VIV
'
c) / —dt AVEC U = €1
0 cht
z
d) / sin®t cos t dt AVEC U = ST T o vttt ettt e e e e e
0
bl
e) / sin® t cos® ¢ dt AVEC U = SINT .+ttt
0
v
f / dt AVEC U = VE ettt
) 1tV
00
Méme exercice.
T int
a) / LY AVEC U = COST v vttt ettt et et
0 34cos?t
L
b) / —dt AVEC U = € ettt ettt e et e e
0 2+et
o
¢ ——dt AVEC U = = — L ot
) /2 Vit — 12
L
d) A m dt AVEC & = 0AN U v v vttt e e e
/ RSN
_— AVEC 1 = o ettt ettt e
Vat/t? —1
92
Int
f) / % dt AVEC U = INE oottt e
e t+tln“t
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Changements de variable et intégrations par parties

alcul 13.3

Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur

de l'intégrale.

4
a) /e‘/{dt avec u = V1t
1
Yn(yi— 1)
b /—dt avec u =/t
AN

Calculs de primitives par changement de variable

oo
Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.
i cosx +sinz
a) mG}O,—{»—>,— AVEC U = CAN T «vv e eeee e
2 sin z cos?
b) zeR+— L
X — AVEC U == € i ittt ittt ittt i e
1+ th(z)
c) reR — —— avecu=+ver* —1 ........ .. .. .. ..
et —1
d) xGR*H; avec u = v/x
Y g eusVE
1
e) T>1r— ——— avecu=+\/x2—1 .......... .. ... ...
zvr? —1

Réponses mélangées

R — R
eo(3) ' T
T 2arctan( e? — 1)
1 1 R* — R
57 - ) —2((V3-1)In(vV3-1)—4+2V3
x = éln(xg—i—l)
JI,+o0[ — R 7r 1. (2e+1 1 7 ™ 1
i L e
2 2 3 4 8 12
x +— arctany/a? —1
R — R . Jo.2] - R
PR 2arctan(e)—§ 2
A S x +— tanz + Ilntan(x)

» |Réponses et corrigés page [114]
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Fiche de calcul n° 14 013A

Intégration des fractions rationnelles

Prérequis

Fonctions In et arctan. Division euclidienne entre polynomes.
Petites décompositions en éléments simples.

Forme canonique d’un trinéme du second degré.
Changements de variable affines dans les intégrales.

Premier cas

alcul 14.1 ]

Calculer les intégrales suivantes.

| L |
m dt ....................... b) T_A'_l dt ......................
1 1

&Y
a2

00

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

1 2

Deuxiéme cas

00

Calculer les intégrales suivantes, en effectuant d’abord une division euclidienne entre le numérateur et le déno-
minateur des fractions en jeu.

1
2 2 5 2
1+t+1t 2 142t t
o [ y [PLEEE,
1 =

1+1¢ 4t + 5

Troisieme cas

’
Dans ce troisieme cas, il s’agit de reconnaitre un expression du type *-.

)

Calculer les intégrales suivantes.

1
) 1
2t +1 2t
————dt .. b ——dt
) /1t2+t+1 ) /; E+d

calcul 14.5 00

Soit @ € RY . Calculer les intégrales suivantes.
V2 t+ L 1 t
a) / 2 g b) / At
1 2+V2 % at? +1
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Quatriéme cas

Calcul 14.6| — Exemple détaillé d’un calcul d’intégrale.

a) Quels sont les deux zéros de t —— % — 3t + 27 i

b) Trouver deux réels A et B tels que

1 A B
tout t € R\ {1,2 it =
pour tout t € R\ {1,2}, on ai ) 1T 3

4
2
c¢) Calculer / Al
) s (-2

Calculer les intégrales suivantes, en procédant comme ci-dessus.

Soit a € ]0,1[. Calculer /
0

Cinquiéme cas

— Une primitive a retenir.
Soit a € R*.

1
a) Calculer la dérivée de x — — arctan(g) ............................................

b) Donner une primitive de z —

Jalcul 14.10)

Calculer les intégrales suivantes.

alcul 14.11

|
Calculer / e Al

1242
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Synthese

Calcul 14.12] — Mise sous forme canonique.

Soit a € R*. Mettre sous forme canonique les expressions suivantes (ou z € R).

1
2 2
a) z+ax+1 .. c \/§x +—x+\/§
) ) 7
b) 222 —3z4+1 ..., d) ar® +a’r+ad® ...

Jalcul 14.13
Calculer les intégrales suivantes.
1 1
1 1
_—dt .. ) | —dt ...
2) /0 11212 2 /0 1—t+2
0 =
1 1 1
b ——dt .. d
) /_11+t+t2 ) /0 6t2 — 5t + 1

Soit a > 1. Calculer les intégrales suivantes.
3 1

S

13242t 4§

1
1
b) /0 t2—(2a+1)t+a2+adt

Un calcul plus difficile

calcul 14.15

1
Calculer /
0

1+

Réponses mélangées

27 33 ™ 1 Va—a ™ 1 51, 21 1 T
53 "% s 2/ ln(awa) 1 wstun §<ln(2)+%>
2111%1 1n(a2a2 1> 1n(2 V21 ) 12 lng let2 iln% iarctan(%)
%m(“;l) (x—l—%)z—i-g 2(35—%)2—% 32% 2ln% \/5(374—%)24-\/5%
In(2) %mg a(x—!— g)2+ 3%3 ln<;> In(a+ 1) %m(%) 2L\/§
pe —(11—:132 ln(%) g +1n(2) — In(3) A=—-letB=1 2ln%L %

>

|Réponses et corrigés page[117]
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Prérequis
Résolution par substitution d’une variable, par combinaisons linéaires de lignes.

Fiche de calcul n° 15

Systemes linéaires

Systemes de 2 équations a 2 inconnues

Calcul 15.1

Résoudre dans R?.

o {

214y = 16
b) {x_yy: y

r—2y =1
3z+4y = 13

Calcul 15.2| — Systémes avec parameétre.

Résoudre dans R? en fonction des valeurs du paramétre a € R.

3+ 2y =2
2z 4+4y=a

a){
v {

T—ay=3a+2
ax +y=2a—3

c)

d)

Systemes de 2 équations a 3 inconnues

Calcul 15.3

Résoudre dans R3.

a){
b){

r+2y+z=1
3r+y—22=3

3r—2y+2=6
r+2y—z=-2

c){

d){

Systémes de 3 équations a 3 inconnues

Résoudre dans R3.
T+2y—z2=-3

a) 2r—y+2z=28
3r+y+2z=11

a—b—c=-7
b) 3a+2b—c=3
da+b+2c=4

0014A

3z —6y=-3
204+2y=2

3x—4y:—\/§
62 +2y=3V2

z+ 2y =3a

22 + 3y = 5a — a?

xr—y+32=5/2
T+2y—z=3/2

S5r+y+2z=-5/2
20 —y+2z=-5/3

r+3y+z=1
20 —y+2z2=-1

r+10y+2=0

3x+2y+32=0
20 —y+2z2=-1

dr+5y+4z=1
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00

On considere le systeme d’inconnues (2,7, z) € R? et de paramétre a € R :
r+y—z=1
T+2y+az=2
2 +ay + 2z = 3.

Résoudre ce systéme pour les valeurs de a proposées.

a) a=0 ....cooiiiiiiii C) =3 i
b) a=-2 ... d) aeR\{-2;3}. .........
000
On considére le systéme d’inconnues (z,y, z) € R? et de paramétres (a,c) € R? :
r—az=c
ar—y=-c
ay—z=c.

Résoudre ce systéme pour les valeurs de a et ¢ proposées.

00

On propose le systéme d’inconnues (z,y, z) € R3 et de paramétre A € R :
dr+y+z= A
r+4dy+z= Ny
r4+y+4z= Az

Résoudre ce systéme pour les valeurs de A proposées.

Réponses mélangées

{(7,2)} Az, z,2);x€R} 2,-3)  {63,-1)r  {BD}  {(z1-4z2); zeR}
{(maya _x_y); (x’y) ERQ} %) {(25_173)} (a_2a27a+a2) {(05070)}
a -1 3 V2 V2 13 5 1 4
{(1,4,3+2y);y € R} o) o] {(1+2,—22);z € R} {(1,L,L)}
a2 a — (127(17 7(12 a ]- 2 1 5 2 3
{( Ao et ail“”} {<§,§>} {(1—3‘”1—3“2’@“—5‘12)}

@z {2-sFoer) (@R - -lower) (1)

» |Réponses et corrigés page [124]
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Fiche de calcul n°16 015A
Nombres complexes
Prérequis
Forme algébrique et forme exponentielle.
Pour s’échauffer
Calcul 16.1] — Ecriture algébrique. o
Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.
a) (246)(541) oo e) (2-3)" ..
. . 1
b) B—1)(441) ..ccovvriin.. £) ——
3—1i
2 —3i
o) (A=30)7 ...
) (-3 9

d) =201 +20) ... h) e 5
— Forme exponentielle. L]
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle.
a) 12 ..o e) —2el
b) —8 f) 5—=51 ..
C) V3L oo g) —5+5V3
d) =2 ..o h) elF 4el®
Un calcul plus dur
— Une simplification. 000

1+V2+i

On pose 2 = —————.
P 1+v2—1i

a) Calculer |z] ...

b) Mettre z sous forme algébrique .............. . il

¢) Calculer 22?1

Réponses mélangées

. 3 1, . 4 19.
].3—1 E—i_ﬁl ]. 4+321 E_El
5 L Se~ il L
ST S N
V2 V2 V2 V2
8el™ 3e'Z 2¢ 12 2 cos (%) et

2618%
12

7 —24

—119 + 120i
V3,
2

N | =

2m;

10e™ 3

» [Réponses et corrigés page |129
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Fiche de calcul n°17

Trigonométrie et nombres complexes

Prérequis
Nombres complexes, trigonométrie.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Linéarisation

016A

Calcul 17.1 o
Linéariser :
a) cos®(z) ..., d) cos(3x)sin®(2z) ...
b) cos(2z)sin*(z) .... e) cos®(2x)cos(3z) ..
¢) cos?(2x)sin?(z) ... f) sin(4a2)sin(3z) ...
Arc moitié, arc moyen
Calcul 17.2 00
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme rel? avec r > 0) :
a) 14es ..., e) —1—els ...
b) 1+e® . f) 1—efs ..............

(x 1 !
c) e'v —1 ... ) + .

1—e'12

d) 1+ie's ... h) (1+e16)27 ..........
Calcul 17.3 L)
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re', avec r > 0) :
a) % 4t b) €% —elz L.
Délinéarisation
Calcul 17.4 ')
Exprimer en fonction des puissances de cos(z) et de sin(z) :
a) cos(3z) ...l b) sin(4z) ...............
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Factorisation

alcul 17.5

Factoriser :

a) cos(z) + cos(3z)

b) sin(5z) — sin(3x)

Factoriser :

a) sin(z) + sin(2x) 4 sin(3x)

b) cos(x) + cos(3z) + cos(bx) + cos(Tx)

2m 4
c) cos(z)+ cos(a: + ?) + cos (x + —

3

Intégrales

Calculer :

00
c) cos(z)—cos(3z) .....
d) sin(3z) +sin(5z) .....
000
7
00

Réponses mélangées

1 1 3 1 1 3
—=cos(6z) + - cos(4x) — = cos(2z) + — — cos(3z) 4+ — cos(z) 4 cos®(z) — 3 cos(x)
8 4 8 4 4 4
137 ~ 1 1 1
2 cos (%) el 2 s1n(%)el% ~1 cos(4x) + 3 cos(2x) — 1 2 cos(4x) sin(x)
coséQz) + 3 002(535) + cosé3w) + 3 cos(z) 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(x) 2 sm(%)e_‘%r
—2cos L eI QCos(i)ei% C?S(E)e% 2 cos om oTE
12 12 sin(35) 12
3z o3
sin( %" ) sin(2x \5m 1
( 2 ) ; (22) 2 cos(2x) cos(z) 2sin(x) sin(2x) 2 cos(£>e‘?_ —(e™ —2)
sm(§) 12 5
T+1 1 1 1
227 cos?” (%)e‘z 2sin(4x) cos(x) 0 ¢ ;_ ~1 sin(11x) + 1 sin(5z) + 3 sin(3x)
Sln'(Sx) 2Sin(1>e% _ sin(9z) n 3sin(5z) sin(3z)  3sin(z)
2sin(z) 12 8 8 8 8

» |Réponses et corrigés page [131]
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Fiche de calcul n°18 0017A

Sommes et produits

Prérequis
Factorielle. Identités remarquables. Décomposition en éléments simples.
Fonctions usuelles (racine carré, logarithme népérien).

Si ¢ est un nombre réel et si (m,n) € N*2 et m < n, on a

~ o _n(n+1)(2n+1) p ) " ———— sig#1
PG DIV R T
k=1 k=m n—m-+1 sinon.
Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.
Calculs de sommes simples
Calcul 18.1 o
Calculer les sommes suivantes.
n+2 n
a) Zn .......................... c) Z(3k+n—1) ................
k=1 k=1
n+2 n—1
k—4
b) D Tk o d) (3> ...................
k=2 k=2
Calcul 18.2 00
Méme exercice.
n n
a) Y k(k+1) .o d) Y oaksmTh o
k=1 k=0
b) > (4k(R+2)) e) > (T"+dk—mn+2) ...........
k=0 k=1
— 1 n
o) Y o3F f) gt
k=2
Calcul 18.3| — Produits. L]
Calculer les produits suivants, ot p et g sont des entiers naturels non nuls tel que p > gq.
q n
a) H 2 c) H SVEXE ...
k=p k=1
n 10
by I[3% . d Ik
k=1 k=—10
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Changements d’indice
Calcul 18.4

Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d’indice demandé.

a) Zn—f—l—k avec J=n4+ 1 — k. oo
k=1

"1 1
- —_— ) = L — ke
b) ngk 1o Aveed n + k

c) Zka avec J =k — L. o
k=1

n+2

d) Z(k—2)3 AVEC J =k — 2.
k=3

Sommes télescopiques, produits télescopiques

Calcul 18.5] — Sommes télescopiques.

Calculer les sommes suivantes.

n+2 n ]{Z
3 3
a) Y (k+17° =k ... c) TERY RIS
k=2 k=1
n 1 n
- d Ex koo
b) Zln<1+ k) ............. ) X
k=1 k=1

Calcul 18.6] — Produits télescopiques.

Calculer les produits suivants.

Lok - 1
a) T ................... C) (1 — k) ................
k=1 k=2
Lok +1 i 1
b) T RRRRRRERRRIEERRRRE d) H(l k2> ...............
k=1 k=2

Décomposition en éléments simples

Calculer les sommes suivantes.
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Sommation par paquets

“alcul 18.8

Calculer les sommes suivantes.

Sommes doubles

Calculer les sommes doubles suivantes.

1<i<j<n

S S (2 o )

I<is<gsn

Réponses mélangées

JRACERS n%(n+1) 0 n(5n + 1) n(n+1) In(n!) T(n+1)(n+4)
2 1) 2 2 2
n+1 1 n(n®—1 1
1 —4n? — - 1- 2t L 9(1 —2n 2n?
n 5 - 5 +111+1 n +2( ) n°+n
n(n+1)(4n —1) n(n+1) a1l =(3)" 2 n+l
L V- 7 1 "(n)
5 5 i 5 3 nl—i- 1 5" (n )2( 10)( 2)271
+1)(n+
90-p+1 -1  —(m-1 4 - LR A
; , (n+12) 5 A A ST
nin 4+ ) rn 4* S ) +n+4)  nn+2) % In(n + 1)
3 o3 n(3n+1) 9 on—2 n(n+1)(7n? + 13n + 4) 1
(n+2)" =2 2 53 1 12 L= o

» [Réponses et corrigés page |134]
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Fiche de calcul n°19 018A

Coefficients binomiaux

Prérequis

Factorielles. Coefficients binomiaux. Formule du bin6me de Newton.

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Manipulations de factorielles et coefficients binomiaux

Calcul 19.1] — Pour s’échauffer.

Donner la valeur des expressions suivantes :

) 101!

a 99' ..............................
10!

b) ? ...............................
1 1

C) E — Bl e

~alcul 19.2] — Pour s’échauffer — bis.

Q) @) ..............................
) @) ..............................
[ 4x (Z) ..........................

Ecrire les expressions suivantes a ’aide de factorielles, coefficients binomiaux et le cas échéant a l'aide de

puissances.

a) 6XTX8X9 ...o.oi....

6XT7Tx8x%x9

b) m ...........

Calcul 19.3] — Avec des parameétres.

Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que k < n.

Calcul 19.4] — Avec des parameétres - bis.

o
2)!
a BEDE
n!
o) 1 n
" 7(71_’_1)! ...........

¢ (n+1)! nl

) W_ﬁ ..........
00

Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre a désigne un nombre non nul.

1 1 1

Ol I vy e vy eareg TIRIRES
b (3(n+1))! (30!

) a3(n+1) ((n+ 1)!)3 -~ a3 % (n!)3 ........

44
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Autour du bindme de Newton

— Le binéme de Newton. o
Calculer les sommes ci-dessous a I’aide de la formule du bindme de Newton.
~ k(1 ok (T
a) Zz<k> ............. SIIE (k> ..........
k=0 k=0
b) i DR d) i oht2 (1)  gan-kil
k k
k=0 k=0
00
a) Développer a laide de la formule du binéme de Newton (1 +1)" + (1 —1)" ..........
5] n
b) Calculer ) ( ) ..................................................................
p=0 2p
Calcul 19.7 00
En utilisant la fonction  — (1 + )", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant en 0, calculer
" /n " /n 9
SID D () IR SISl (4 ET R
k=0 k=0
" /n " /n 1
b)Z()xk ............ d)Z()x— .......
k=0 k k=0 k k+1
00

a) Donner le coefficient de ™ dans le développement de (1 + )"

b) Donner-en une autre expression en développant le produit (1 4 )™ (1 + )"

n

c) Calculer Z

k=0

Réponses mélangées

2n (2n+1)! n 1
MET O ! n —
(n) 56 o 10100 2" xnl 3 (n+2(n+1) 5
383n+2)(3n+1) 140 G 9! n(n—1)(n —2) (n+1)3 n(n —1)
a3(n+1)2 5! 6 nx (n+2)! 2
n 2
2n n k+1
5 0 2n! 2" 720 1)2"?
C) e 2 6) M
L5)
n+1 _ | _ 2
12 % 157 1 2 1 o1 n! x (n—3) 9 9 5 n
(n+1)! nt1 92n+2 4 =\

» [Réponses et corrigés page |139
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Fiche de calcul n°20

Manipulation des fonctions usuelles

Prérequis

Dérivation, équations du second degré.

Calculs de valeurs

Calcul 20.1] — Fonctions circulaires réciproques.

Calculer les valeurs suivantes.

(1
a) arcsin (2) .................
arcsin (?)
b) ————
arccos (@)
c) arccos (1
T5) e

e) arctan(l) ...................

1 1
f S+ =)
) arccos<3 + 6)

Calcul 20.2] — Valeurs de fonctions hyperboliques.

Calculer les valeurs suivantes. On rappelle que, pour x € R, on pose th(z) = sh(x)/ch(x).

Calcul 20.3] — Identités de trigonométrie hyperbolique.

Soient x et y des réels.

Calculer en développant soigneusement, et en simplifiant au maximum, les expressions suivantes.

a) ch(z)sh(y) + ch(y)sh(z) ................ ..

b) ch(z)ch(y) —sh(x)sh(y) ...........cot.

Résolution d’équations

Calcul 20.4] — Fonctions z — a”.

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.

019A

9.’t
a) 37—? ............. c) 2°=3x4" ..........
b) 4" =2x2% ... ...... d) 10 =4 x 5% x 97 ...
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— Fonctions x — a” : plus difficile.. 00

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.
On pourra faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.

) 2% AT = A

D) 167 — 3 X A% £ 2 =0 Lt

€) 22X 0% — BT — B = 0 L

Calcul 20.6| — Equations avec les fonctions circulaires réciproques. 00
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € [—1, 1] pour les deux premiers calculs, et 2 € R pour les autres.
a) arcsin(z) = % ........... d) arcsin(sin(x)) = g ......

o 1
b) cos(arccos(z)) =0 ....... e) arcsin(sin(x)) = g e
c) arccos(cos(z)) =0 ....... f) tan(arctan(z)) =1 ......
Calcul 20.7] — Equations avec des fonctions hyperboliques. 00

Résoudre les (in)équations suivantes d’inconnue z € R. On rappelle que, pour © € R, on pose th(z) =

sh(z)/ch(z).

a) ch(z)=vV5 ... d) ch(z)<4 ..o
b) sh(z)=1 ...........coi. e) sh(z)=3 ...l
1
c) th(z)== ..., f) th(z) < CURRRRERREERRELIRREERPY
Dérivation
alcul 20.8] — Quelques calculs de dérivées. L
Dériver les fonctions suivantes.
a) T+ 27422 ..., c) xr—ax® Ll
b) z— o Q) oz @
5% 4+ 1 arccos(z)
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— Quelques calculs de dérivées — bis.
Dériver les fonctions suivantes. On rappelle que, pour = € R, on pose th(z) = sh(z)/ch(z).

a) x+— arcsin(z?) ..... ¢) x+— arctan(th(z)) ..

b) z+— ch(z)sh(z) ..... d) z+—sh(ch(z)) ......

“alcul 20.10 — Deux dérivées importantes.

a) @ arcsSin(Z) 4 ArCCOS(T) .t vt ettt

1
b) z+—— arctan(z) + arctan(;) .......................................................

“alcul 20.11] — Dérivées plus compliquées.

7. . . . . o . — 2
Dériver les fonctions suivantes. La fonction F' est une primitive de 2 — e™% .

) T V1 =224 2arcsin(@) ...

1
d) x+— zarctan(z) — 5 IN(Z2 4 1)

Réponses mélangées

T T 4 2]€7T, ke
_, 157 In(3/5) + 3" In(3) 3 ch(z + 1) sh(z +y) {3 } ™
(5% +1)2 5 ) 4
U{3 +2km, ke Z}
Ly okr keZ
% Z {3 <7} z = (In(x) + 1)z” } —00, % ln(3)}
n< 0/3) U{7r — % + 2km, k € Z}
4 T ™
In(1 +v?2) 3 il P 1 [~ In(4+v/15), In(4+V/15)]
VE-1
7r 7r In(3) ln( 2 )
x — arctan(x) 3 3 ") n(3) 1 {ln(S +V10), [
™ . ™ In(2)
{§+k7r,k€Z} — In(2) x 2% 4 2z 5 0 1 x—0 n(3) x—0
Vi7-1
1-th’(x) 1 TR IH(T)
lng; zr>aresin(@) 1w ch®(@) £sh’(z) @ sh(z)ch(ch(z))
E ) 1 sh(z) 1 _ 9.
o {0, 2} 0 1 = e e 2 {In(v/5 — 2); In(v/5 + 2)}

» [Réponses et corrigés page |143]

48 Fiche n° 20. Manipulation des fonctions usuelles



Fiche de calcul n°21 020A

Suites numériques

Prérequis
Suites récurrentes. Suites arithmétiques. Suites géométriques.

Calcul de termes

alcul 21.1] — Suite explicite. o
Soit la suite (uy)nen définie par : Vn € N, w,, = % x 2"+2 Calculer :
A) O e e C) U] «veeenenen e
b) 0 d) USSP, vttt e e i e
Calcul 21.2| — Suite récurrente. o
On définit la suite (u,)nen par ug = 1 et Vn € N, w1 = 2u, + 3. Calculer :
a) son troisiéme terme ............... D) U e
alcul 21.3| — Suite récurrente. ]
On définit la suite (vp)n>1 par vy = V2 et Vn > 1, Up+1 = 1/Un. Calculer :
A) U3 e b) son sixiéme terme .................
Calcul 21.4| — Suite récurrente. ]
1
On définit la suite (wp)pen par wg =2 et Vn € N; wp41 = iwi Calculer :
A) WY ettt b) son centiéme terme ...............
— Suite explicite. O
n
Soit la suite (¢,)n>1 définie par Vn € N, ¢, = hl(gn)' Calculer, pour n € N* :
a) th ................................ b) t4n ................................

Suites arithmétiques et géométriques

Calcul 21.6| — Suite arithmétique. 00
La suite (an)nen est la suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 2. Calculer :

a) QIO vvvvmrn ittt C) Q] Q00 v vvvrvmrmrmnnnnneeennnnnnens

b) Sijpo =ap+ a1+ ...+agg ......... d) S0 =ao+ay+...+ap0 ----.---
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— Suite arithmétique. )
2 3
La suite (b, )nen est une suite arithmétique de raison r vérifiant que b1p1 = 3 et bigg = 7 Calculer :
a) b102 ............................... b) T e e e e e
— Suite géométrique. 00
1
La suite (gn)nen est la suite géométrique de premier terme gy = 3 et de raison ok Calculer :
a) Son dixiéme terme est : ........... C) U0 + e
b) o10=9go+g1+...+Gg ..o ... d) o11=¢go+9g1+...+G10 ----vvn...
— Suite géométrique. o
5 1
La suite (hy,)nen est une suite géométrique de raison ¢ vérifiant que hqy = % et hiz = 2—; Calculer :
a) h12 ............................... b) L
Suites récurrentes sur deux rangs
calcul 21.10 o
Soit la suite (uy,)nen définie par que ug =2, u3 =1 et Vn € N, upy9 = tpq1 + 6u,. Calculer :
Y R D) Us e
calcul 21.11 o
Soit la suite (v, )nen définie par que vy =0, vy = V2 et Vn € N, vp42 = 20541 + vy,. Calculer :
A) Vg e D) Vo e
calcul 21.12| — Suite de Fermat. 000

Soit la suite (F},),>o définie par Vn € N, F,, = 22" + 1. Calculer :

Réponses mélangées

, 6141 1 3 .
251 — — — 2 F, 21 F, 22"+l
00037 2% Y1 Tom +2 s nLt
17 3069 11V5 . .
2 Lgn n_(1_ Jamn 12
o5y 052", B qgeor (VD) . (1-v2) =
2 1) - 23n+2
3(2n + 5) 8 ”T\/g 5% 28 13 4dnln(2n) 2001 22

» [Réponses et corrigés page |147|
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Fiche de calcul n°22 021A

Développements limités

Prérequis
11 est nécessaire de connaitre les développements (en 0) des fonctions usuelles,
ainsi que la formule de Taylor-Young!

Avertissement : Les développements limités peuvent se donner au « sens faible » (avec les petits o(+)) ou « au
sens fort » (avec les grands O(-)). Volontairement, aucune de ces deux formes n’est imposée. Mais, pour des
raisons de concision, une seule d’entre elles est donnée dans les éléments de correction de chaque question.

Développements limités

Calcul 22.1] — Développements limités d’une somme ou d’un produit de fonctions. L

Former le développement limité, a 'ordre indiqué et au voisinage de 0, de la fonction de la variable réelle x
définie par ’expression suivante :

a) Alordre4: f(z)=sin(z)+2In(1+z) ........oooonn...

b) A lordre 4 : WmA+a)
1+z

¢) ATordre 6: sin(z)(cosh(z) —1) .ooviviiiiiiiiiaiii...

d) Alordre 6: e®sin(x) ...ooovriiiiiiiii

Calcul 22.2| — Développements limités d’une fonction composée. 00

Former le développement limité, a ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable réelle x définie
par I’expression suivante :

a) Alordred,en0: f(z)=(142)% ..ooiiiiiiiiiii

b) A Pordre 6, en 0 : COS(T) e

¢) Alordre3,en0: € ...

R n(2 —
d) ATlordre 2,en1: al 5 RN
x
Calcul 22.3| — Développements limités d’une fonction composée. 00

Former le développement limité, a ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable réelle = définie
par I’expression suivante :

a) A l'ordre 2, en g posin(meos(x)) i

b) A Tordre 3, en % Dootan(®) o

¢) A Tordre 7, en g coocos(msin(z)) e
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Développements asymptotiques

alcul 22.4 00

Former le développement asymptotique, a la précision et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable
réelle x définie par I’expression suivante :

a) A la précision 22, en 0 :

z(e® —1) a2

N 1 in(1
b) A la précision —, en 400 : M ...........................
xd z+1

N 1
¢) A la précision —3 en +oo: zln(z+1)—(r+1)In(z) ..........

x2’

2
s @ 1 *
d) A la précision ¢ o <— + 1) ............................
x

Réponses mélangées

x> 2 6 ™ m\2 8 T\ 3 m\*
T oart.oe) (o= g)e2(e-g) +5(e- ) +x9g<(x‘z))
1+1 1 2y 0(2) 1+7r2( 7F)4 7'('2( 7T>6+ o < 7'r)7
2z 12 7207 2% s\"732) T\ 2) T8 \\"T g
3 4
2T 4 _ NI S 1
dz—a"+ 2 2 +m9>0(m) n(z) +1 2z + 32 4a3 +ac—>(3&-oo 3

32 2 2 3 11 25
1—i<x—z) + o ((m—z)> r— -+ =2 - ot o (2)

8 3 =% 3 2 6 12 z—0
o &F 1lex? _ Tex? n 2447ex? n (%)
2 24 16 5760 0

6 x—0
(. & Ter o 1, 1, 19 :
¢ 2<e s 36:1:2) +H°+oo<ﬁ> =17 7567 “5me0° .90

» [Réponses et corrigés page |150]

3 5
l—z+(x—1%+ o ((z—1)? e 1+i:c—x2——i1:3)+ o (z%)
2 x—1
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Fiche de calcul n°23 022A

Arithmétique

Prérequis
Division euclidienne. Algorithme d’Euclide. Théorémes de Gauss, de Bezout et
de Fermat. Décomposition en facteurs premiers.

Division euclidienne

— Variations sur le signe. O
Effectuer la division euclidienne de a par b, on donnera le résultat sous la forme « (quotient, reste) ».

a) a=6letb=9 ................... c) a=6letb=—-9 ..................

b) a=—-6letb=9 .................. d) a=—-6letb=—-9 ................

— Diviseur et reste inconnus. o
On divise 524 par un entier non nul inconnu, d. Le quotient vaut 26 et le reste r.

a) dvaub ... b) rvaut ...

— Arithmétique modulaire. O

On rappelle que deux entiers a et b sont congrus modulos n, ce qu’on note a = b (mod n), si et seulement s’ils
ont méme reste de division euclidienne par n.

a) Le reste de 5°*! par 3 vaut ....... b) Le reste de 3°°%? par 5 vaut .......
— Encore des modulos. 00

c % .
La notation a®  désigne le nombre @ & la puissance « b puissance ¢ ». A ne pas confondre avec (ab)c = ab*°

Le chiffre des unités de 2 02320227 @8t ..o\t

PGCD et PPCM

— Réduction de fractions. o
On notera a A b le plus grand diviseur commun de a et b et a V b leur plus petit multiple commun.
a) 10010A2772vaut ............... c) T29V360 vaut ....................
10 010 1 2

b) la f irréductible d t d) —— =

) la forme irréductible de 577y © ) 360~ 739
— Systémes diophantiens. L]
Déterminer tous les couples d’entiers naturels (a, b) tels que :

) a® —b* = 9792 a x b= 360
Y Naab=24 T b) RaVb=60 . ..oiiiiiiiiii...

6<a<bd
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Coprimalité, relation de Bezout et théoreme de Gauss

— Inverse modulo 13. 00

L’objectif de cet exercice est de résoudre I’équation de congruence 5x+4 = 7 (mod 13). Pour ce faire, on cherche
un inverse pour 5 modulo 13, ¢’est-a-dire un reste noté invi3(5) tel que 5 x invy3(5) =1 (mod 13).

a) Donner une solution dans Z? de I’équation diophantienne 5u +13v =1. ........

b) Déterminer 'inverse de 5 modulo 13. ... ... ... i

¢) Résoudre I'équation 5z +4 =7 (mod 13) dans Z. .............cooiiiiiinn...

Calcul 23.8] — Equation diophantienne. 000

Soit N le nombre de couples d’entiers (z, y) solution de I’équation (E) : 192—6y = 1 et vérifiant 1999 < x < 2023
et (xo,yo) celle de ces solutions qui maximise y.

Nvaut ... (To,yo) vaut ...,

Décomposition en facteurs premiers et théoréeme de Fermat

Jalcul 23.9] — Décomposer pour décomposer. L)

Donner la décomposition en facteurs premiers des entiers suivants. Il s’agit ici d’appliquer au maximum les
critéres élémentaires de divisibilité (par 2, 3, 4, 5 et 9).

a) 2022 .. €) 2021 oo
b) 2023 ... d) 2027 .

salcul 23.10] — Diviseur et quotient inconnus. o
On divise 477 par un entier non nul inconnu, n. Le quotient est ¢ et le reste vaut 8.
a) MVAUL .o b) gvaut ...

Calcul 23.11] — Arithmétique modulaire. 00
Déterminer, dans chaque cas, le reste de chaque puissance modulo 'entier proposé.
a) 3% =36 (mod35) .............. d) 5% (mod 77) ...
b) 3 (mod 35) .......iiiiiiiiiill, e) 77?2 (mod 143) ..................
¢) 67 (mod35) ..., f)  385%4%6 (mod 4 195) ..............

Réponses mélangées
65
(7,2) 18 4 7 7% 17? 20 (2023, 6406) (=7,2)

4 1 2 5 66 (—5,2) 11 (mod 13) il est premier

5 6 2 (12, 30) 8 (mod 13) (6,7) 1 29 160 67

1

154 43 x 47 29 160

(=6,7)  2x3x337  (9,8) 1

» [Réponses et corrigés page |153]
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Fiche de calcul n°24 023A

Polynémes

Prérequis
Opérations sur les polynémes. Division Euclidienne. Evaluation. Racines.

Autour de la division euclidienne

Calcul 24.1] — Pour s’échauffer. 00

Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le quotient @ et le reste R de la division euclidienne de A par B :

a) A=X34 X2 X 41, B=X =1 .0ttt

b) A=X*—3X344X%2 -1, B=X24X41 .ioiiiiiiiiiiiiiiiiiin...

) A=X"+ X' X34+ X -1, B=X34+X?4+2 ...

d) A=26X"+12X% -11X?-2X+1, B=2X>-X?2-X+1 ............

Calcul 24.2| — Avec des degrés arbitraires. 000

La lettre n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le reste R de la division euclidienne de A par B :

a) A=X" B=2X =1 .

b) A=X3nT2 L X3l L X3 B X2 4 X +1 ...

) A=(X—-3) 4+ (X —2)" =2, B=(X—2)% ...

d) A=X"P2 L X" X" B=X3—2X +1 ...

Calcul 24.3| — Avec des opérations. 00

Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le reste R de la division euclidienne de P par X* :

a) P=A+Bon A=X"+X-2etB=X"4+X -1 ........c..cciiii..

b) P=AxBouA=2X?-3X?-X+1letB=X>+X+1................

¢) P=AoBouA=X?-3X+1letB=(X—-2)% ...,

d) P=AoBouA=2X?-3X?-X+1letB=X*+X>-2X+1 .........

Fiche n° 24. Polynomes 55



— Pour évaluer en un point. 00
Soit P = X% —2X% —8X*_22X3 _53X2% _ 56X — 20.

a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X2+ 1. ................

D) Calculer P(1). oottt

— Pour évaluer en un point — bis. 00
Soit P = X% —2X5 - 8X* — 22X3 — 53X? — 56X — 20.

a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X —2. ................

b)) Calculer P(V2). .ot

— Pour évaluer en un point — ter. 000
Soit P = X% —2X5 - 8X* — 22X3 — 53X? — 56X — 20.

En vous inspirant des deux exercices précédents, calculer :

a) P(V2 = 1)

D) P4 1) o

Réponses mélangées

Q=X2—4X+7

R=-20X%+11X%42X —1 R=0 R =—-108X — 110
R=-3X-38
Q=X>-1
R=-2nX+2n-1 R=-36X +64 R=2X-3 48 — 206i
R=-X>4+X+1
25
Q=13X + =
64 — 36i 116 — 922 R=-2X%-3X%+1 2 —110 — 108v/2

= Liggx2 _5x -
R= 2(29X 5X —23)

Q=X?+2X+1
R=-8X3421X?>-20X+5 R=X?>+X-1 R=1

R=2

» [Réponses et corrigés page |150]
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Fiche de calcul n°25 024A

Décomposition en éléments simples

Prérequis
Polynomes (factorisation, division euclidienne), primitives usuelles

Calculs de décompositions en éléments simples

Calcul 25.1)] — Uniquement des péles simples. L

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

X4 -2
X(X+1)(X+2)

2)

X342
(X -DX(X+1)

b)

Calcul 25.2] o

Méme exercice.

X+1

Y XT19X 1o

X24+X+1

D oy xeax-n

X2 +2
(X = V2)(X +V3)

c)

— Avec des poles multiples. 00

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

X+1
(X -1)2(X —2)(X -3)

2)

24 X2
>(X+WWM7D2
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Calcul 25.4 — A vous de factoriser !. 000

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

2) X -3
AT e
b) 2X3+1
Xt 3xZiax
— Calculs de sommes. 000

Soit n € N tel que n > 2.
Calculer les sommes suivantes, apres avoir fait une décomposition en éléments simples de leur terme général.

- k2 — 5k — 2
b) ];(k—nk(kﬂ)(km) '

— Calculs de sommes. 000

Effectuer la décomposition en éléments simples sur R des fractions rationnelles suivantes.

2X +4

Y XF X2+

3
(X -DX+D(X2+X+1)

b)

Calcul d’intégrales de fractions rationnelles

— Podles simples ou multiples. 000
Calculer les intégrales suivantes

a) /_11//22 (;z:—xi)—(;l—kl) de ..... d) /12 m de .....

b) /01 (£+1)(x—:]|c—2)(x—2)dx e) /01/241,21de ............

c) /12 xQ(xl—l— 2 de ........... f) /23 x4x_1dx ...............
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— Primitives. 0000

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes.

a)

T —

2+ 22 +3

74

T D@ -2+ D)

T +—

T +—

; ~4In(2) + 21n(3)

1

1-2X

1-2In(3) 1+

1 1

™

Réponses mélangées
1

™

20X —7)

1+

2 4
X +1
5

(X —12— 1)2

+X2+1
1

2) "3
o)

1

2X X +
— arctan (

X3—

)+

n

(X -1
11
3

2+
+2

X m2(X+7m)
2 2 11

3

m(X 4 m)?

2(X + )

w ol

xtx Tax oo
1 1

ax—192 '

14 3¢

4(X +1)
1—3i

X+1 2(x-1)

4X —0)

4(X 14

7

T —

1 11
S

X X+1+

X +2

41— 2x)?

18
5

9

() +

2
9 In(2)

4

2 1
b el s our) -l
3

2 1
X—(iF) T X—aF0)2

141

1—1

2+ VB +VB)

-3 1 2

20X —1)

4X =i
1

+X—3
3

X —
1

A(X +1)

<i

(V2+V3)(V2 - X)

+X—

+

1T (x -1z

X-1

20X —1) 2(X+1)

e—1

+

X2+ X +1 2(n+1) 2n 2(X +1)
1

1

211

(e —2)(X +e) +

T %ln(m2 +2) — %ln|x+ 1] + \/Tﬁarctan(i>

7

N

(2—-e)(X +2)
x—l‘

2
11z %+2x+%ln|x+1|féln|mfl|+%ln|zf2|

» [Réponses et corrigés page |158|
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Fiche de calcul n°26

Calcul matriciel

Prérequis
Calculs algébriques (sommes), coefficients binomiaux.

Calcul matriciel

Calcul 26.1)] — Calculs de produits matriciels.

Dans cet exercice, on note A, B, C, D, E les cinq matrices suivantes :

1 -1 0
A=(0 2 1|, B=(Q1 7 -2),
3 -1 2

025A

S NS NS
Calculer les produits matriciels suivants.
a) A% ... d) ExB g) D* ...
b) A% ... e) AxE h) DxC
¢) BxE f) BxA i) B'"xB
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— Calcul de puissances. 00

On note
1 ..
a=(o 1) =0 5) o=(@) ww) 2= w1

la matrice D étant de taille n x n (o n € N*) et ou 6 € R.

Calculer le carré, le cube de chacune de ces matrices et utiliser ces calculs pour conjecturer leur puissance
k-ieme, pour k € N.

a) A? e) B3 i) c*
b) A3 f) BF j) D?
c) A* g) C? k) D?
d) B? h) C? ) DF
— Calculs avec des sommes. 000

Soit n € N*. On note A = (aij)1<i,j<n, B = (bij)i<ij<n €6 C = (¢ij)1<i,j<n les matrices de termes généraux
suivants : )
i—1 ioj—i
yj = j—1) by = 20377, Cij = Oij+1 + 01
Donner le coefficient d’indice (4, j) des matrices suivantes. On simplifiera au maximum le résultat obtenu et,
notamment, on trouvera une expression sans le symbole > .
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— Deux calculs plus difficiles!. 0000
Soient n € N* et (i,j) € [1,n]*
En utilisant les matrices de I'exercice précédent, calculer les termes généraux suivants.

Inversion de matrices

Calcul 26.5| — Détermination d’inversibilité, calcul d’inverses. 00

Dans cet exercice, on note les matrices suivantes :

. . 1 -1 0
A<7T e), B(l.+1 2_.1>, c=[o0 2 ,
2 2 i —i

1
3 -1 2
s ™ 2 1 0 2 0 2 1
D=1« 0 0o, E=12 1 3|, F=12 0 1],
—m =27 0 4 2 2 1 2 0
1 01 -1 1 0 2 3 1 1 -1 -1
2 1 3 -1 2 2 1 4 -1 1 1 1
G= 1 11 19 H= 7T 2 2 9 |’ J = -1 -1 -1 1
0 2 3 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Déterminer, si elle existe, I'inverse de chacune des matrices. Si elle n’est pas inversible, indiquer dans la case
« non inversible » .

a) A d) D. g) G
b) B e) E .. h) H
c) C f) F iy J
62
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— Matrices dépendant d’un paramétre. 000

On note A et u deux parametres réels. On note A et B les deux matrices suivantes :

A1 1 11 1
A=[-1 -1 2|, B=[(Ax 1 x-1
A1 2 1 A 1

Pour chaque matrice, donner une condition nécessaire et suffisante (abrégée ci-dessous en CNS) sur A pour que
la matrice soit inversible et en donner, dans ce cas, I'inverse.

a CNS pour A c CNS pour B
inversible N inversible
b) Inverse de A ... d) Inversede B ...
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—1
1 2 —e 8 19 ok 3k ok 5 3 -1 1
3
Ar—\ 5 0 27 0o 3k 43 1 2
—1
1 7 -2
1 3 cos(kf) —sin(k0)
n*~'D (—5 15 3) 749 —14
0 1 sin(kf)  cos(k6)
-2 —-14 4
o -1 0 -1
1 2 i cos(20) —sin(20 1 1 0 0
Non inversible! 207 (Z 11> (26) (26) %
0 1 J sin(20)  cos(20) 1 0 -1 0
0 0 1 -1
—1-X+X 1-X 2—-2)\
1 4 5
A#1 — 1 0 -1 17 (matrice 1 x 1)
1-A
0 9
1—)\2 A—1 A—1
—4 -1 3 1 7T =2
(1= 05,1)(Gi-1,5+1 + di5)
T |22 +2 A 21 2 14 —4
+(1 = 0in)(0i,j + 0it1,5-1)
A—1 0 11— -1 =7 2
n? n? 0 4 0
o ) i — 1 i—1
) j—1 i—1 g 2 = _ .
S (j>+<j—2> (") |0 72 2
n? n? 2 -1 1
o cos(30) —sin(36) 5 4 o 2\ "
2i1gi—i(on — 1) A#1 2 x 3+ (1— (5) >
sin(36)  cos(30) 4 5
4 -2 2 0
1 -3 -1 n n -2 2 2
1 11 8 -6 4 2
3 3 4 (n) 1 -1 2 >
2
6 -7 5 -3 -1
9 -7 3 n n 4 2 -4
-5 3 -1 -1
5 2 -1 8 4 =2 -2 -6 -5
11 —1-2i 1k 1
§ 5 3 2 -1 5| -16 -6 7 15 -1 11
1 —-1+i 0 1
-6 -2 2 0 -2 1 18 —-26 -1

Réponses mélangées

» |Réponses et corrigés page [162]
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Fiche de calcul n°27 0026A

Algebre linéaire

Prérequis
Coordonnées, Applications linéaires, Matrices, Rang.

Vecteurs
Calcul 27.1 o
Pour chacun des calculs suivants, déterminer les coordonnées du vecteur u dans la base B.
a) w=(1,1), B=((0,1),(=1,2)): trerririratiiai e
b) w=(1,1), B=((=1,2),(0,1)). «eriiiriiiiiii i
¢) u=(3,4), B=((1,2),(12,13)). «.0oiiitiii
d) u=(1,2,1), B=((0,1,3),(4,5,6),(=1,0,1)). ......cooeiiiiiii..
e) u=(-1,0,1), B=((1,0,1),(1,1,1),(=1,-1,3)). coeeerrriiiiiiiiiii..
f) u=X3>+X%B=(1X,X(X-1),X(X-1)(X—=2) ...,
™ .
g) u:ix— cos(x + 5), B=(x~cos(z),z—sin(z)) ..o,

Calculs de rangs

Calcul 27.2] — Sans calcul. o
Déterminer le rang des matrices suivantes :
1 4 1 2 3
a) <3 1) ................................. d) 4 5 O |
6 7 13
1 4 1 4
2 8 2 8 L2
b) 9 8 2 & | e e) 3 4.
5 20 5 20 46
1 2 3 4 1 1
c) 2 4 6 8| e f) eM,R) ...
3 6 9 12 1 ... 1
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“alcul 27.3

Déterminer le rang des matrices suivantes :

a)

b)

3 2 1 1 2 1
—4 =3 =1 c) 0 2 4| ...........
-4 -2 -2 1 1 2
cosf) —sinf I -1 2 3
(sin@ cos > ........................ d) 2 1 -1 2 -
4 2 1 -1
1 4 2 1

Matrices et Applications linéaires

— Matrices d’endomorphismes.

Pour les applications linéaires f et les bases B suivantes, déterminer la matrice de f dans la base B.

fi(zy) = (+y,3z—5y), B=((1,0),(0,1)). ..o

fi(zy) = (x+y,3z—5y), B=((0,1),(1,0)). ooovireiiiiiiiiiin,

fi(@y) = Qety,z—y), B=((1,2),(3,4) «cooeriiiiii

fi(zy,2) = (x+y,3z—2y), B=((1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)) ................

FiP e P(X42), B=(1,X,X2) i
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Jalcul 27.5| — Matrices d’applications linéaires. o

Pour les applications linéaires f et les bases B, B’ suivantes, déterminer la matrice de f de la base B dans la
base B'.

a) fi(z,y,2)— (@+y+z0-—y), B=((0,1,3),(4,5,6),(-1,0,1)), B = ((0,1),(1,0)).

Réponses mélangées

1 1 -1 -1 1
2 (9/11,2/11) 4 (1/2,—V3/2)
3 =5 4 15 0
1 0 1
1[—-19 —43
1 3 -1 1 3 1 3 2 1
9 21
0 1 1
010
0 0 2 -5 3
(0727471) (_173) (_171/271/2)
0 0 0 1 1
0 0 0
1 2 4
2 2 2 (_2’4/55 11/5) 01 4 (35 _1)
0 0 1

» [Réponses et corrigés page |167|
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Fiche de calcul n°28

Equations différentielles

Prérequis
Equations différentielles.

Equations d’ordre 1 & coefficients constants

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥ =12y et y(0) =56 ..oiiiiii
b) ¥ =y+1 et y(0) =5 oiiiiii
c) ¥ =3y+5 et y0)=1 ..cooiiiiiii
d) ¥ =2y+12 et y(0) =3 .oiiri

Calcul 28.2

Déterminer les solutions des probléemes de Cauchy suivants :

0027A

a) 5Y ==y et Y1) =€ irii
b) Ty +2y=2 et y(7)=—1 .coiiriiiii i
¢) ¥ —VBYy =6 et Y0) =T oo
d) ¥YV=my+2 et y(m) =12 oo
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Equations d’ordre 2, homogenes, a coefficients constants

“alcul 28.3] — Une équation avec conditions initiales.

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¥ =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=2 ..cccoiiiiiiiiiiii..

b) v =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=1 ..cccoeiiiiiiiiiiiii..

c) ¥ =3y +2y=0 et y(0)=1 et y(0)=3 .coeriiiiiiiiiiiiiii.

d) ' =3y +2y=0 et y0)=1 et 2(0)=3i ....coeviiiiiiii ...

Calcul 28.4)] — Racines doubles, Racines simples.

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¥ —y=0 et y0)=1 et y(0)=1 ..cocviiiiiiiiiiiiiiinan...

b) v +3y +2y=0 et y0)=2 et y(0)=3 ...ccoiiiiiiiii.

) vV'+y —2y=0 et y(0)=1 et y(0)=2 ...,

d) v =2y +y=0 et y0)=2 et y0)=1 ..o,

e) ¥ +4y +4y=0 et y(l)=1 et y'(1)=-3 ...

“alcul 28.5| — Racines complexes.

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥'+y=0 et y0)=1 et y(0)=2 .0,

b) v"+y +y=0 et y(0)=1 et (0)=—1 ..ccoviiiiiiiiiiiiii.

c) ¥ +2) +2y=0 et y(0)=0 et ¢y (0)=1 ..ccooiiiiiiiiiiiiiiii..

d) y”_2y/+5y:O et y(O):l et y/(O):—l ........................

Réponses mélangées

1 8e* —
T ge”” - gefzz x> (2 —x)e” x — e(6-2)/5 T GT T 6e” — 1
14 14i
x> 1 — 2 22/TH2 T e*® x> e’ 2+ ST 4 ;_ 16_21’6) x — e ¥sin(x)
3z 1 V3z 6
x> (2 —3i)e” 4 (31 — 1)e*” x»—)e_m/Q(cos———sin— v [ —= 47 eV —
e (2—x)e? 2 x> cosT + 2sinx T 207 —e” T Te " — 5e 2
2 2
T+ 56e'2® T 9e?” — 6 x — e’ x e’ T = <12 + —6)6””2 =
™ ™

o
NG

» [Réponses et corrigés page |170]

Fiche n° 28. Equations différentielles

69



Fiche de calcul n°29 028A

Séries numériques

Prérequis
Séries usuelles (convergence et sommes), décomposition en éléments simples.

Séries géométriques, exponentielles, de Riemann

Dans les calculs de cette section, reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant
calculer sa somme.

— Séries géométriques. L)
1\*
a ok . c — ]
DS ) > ()
k>0 k>0
1 1
b)Y o e d) TRRERRTRIERRPRRTRPR
k>0 k>10
Calcul 29.2| — Séries exponentielles. o
1 1
a) Z RRRRERREERRRTRRERPRPRD c) Z TEVE IRACARREARRRRREEE
k>0 k>0
2k
b) = IRRREREEETEERRTRRRERS
k>2
Calcul 29.3] — Séries de Riemann. o
1 ik
a) ) o A Y o
k>1 k>3

Séries télescopiques

Calcul 29.4 00

Prouver la convergence et calculer la somme de chacune des séries suivantes :

a) ZWIM ......................... c) ZIHQL) ...................

k>1 k>2
1 (k+2)—(k+1)
b) I;k?’—l—?)k:z—i—?k’ .................. d) ];Oamtan(l—&—(k—l—@(k—i—l)
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Séries géométriques dérivées

Prérequis
On pourra utiliser le fait que si a €] — 1, 1], les séries

Zkak_l et Zk(k—l)ak_z,
k21 k>2

appelées séries géométriques dérivées, convergent et ont pour somme

=2 1 = 1
ka* 1= — k(k—1af 2= —— .
DL e I D DL e o F
k=1 k=2
— Séries géométriques dérivées. 0
Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.
1
a) ZTk .......................................................................
k>2
b) Ze*(kfl) ....................................................................
k>1
c) Z B2k
E>1
d k 1
) Z F .....................................................................
k>0
— Séries géométriques dérivées — bis. 00

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

d) D k(e —1)e” R

Réponses mélangées

—2—5V/2i e 2 1 L
— 1 z di t
51 p— =2 B 6 e ivergente
T 2¢3
- divergente 4 In(2 1 e? -3 2 ——
1 g (2) e 17
divergente m? 749 L ! 1 divergente
Vi — - — Vi
& 6 352 i 2x3 4 &

2

» [Réponses et corrigés page |173]
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Fiche de calcul n° 30 029A

Structures euclidiennes

Prérequis
Produit scalaire, famille orthogonale, base orthonormée.

Calcul de produits scalaires

— Des calculs de produits scalaires de fonctions. 00

Calculer les produits scalaires entre les vecteurs suivants dans ’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1]
muni du produit scalaire défini par

1
() = | seyat.

0

On note f1, fo, f3, f4, f5, f¢ les éléments de E suivants :

fiit—In(1+1), fo it — 12, f3 1t —> cost,

fa it — e, f5:t— 141, fe:t— 2.
) (1o fo) woeeeeee ) s fs) oo
D) (far f5) wemmnneeeee Q) (Fas fa) oeeee e
— Des calculs de produits scalaires de matrices. ')

Calculer les produits scalaires suivants dans I’espace vectoriel Ms(R) muni du produit scalaire canonique.

1 2 1 2 0 3
OnnoteraA-(B 0),3—(2 1>etC—(_3 0).

Distances euclidiennes

— Des calculs de distances. 000

1
On se place dans R3[X] muni du produit scalaire défini par (P, Q) = / P(t)Q(t) dt.
0

a) Calculer la distance de X2 & Vect(1, X)) . ..vurrirrrr e

b) Calculer la distance de X & Vect(1, X®) ... oo

c¢) Calculer la distance de 1+ X2 & Vect(X, X2) oottt
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Orthonormalisation

— Orthonormalisation de Gram-Schmidt. o
1
On se place dans Ro[X] muni du produit scalaire défini par (P, Q) = / P#)Q(¢) dz.
0

En appliquant le processus de Gram-Schmidt :

a) calculer une base orthonormale de Vect(1,X) ...,

b) calculer une base orthonormale de Vect(X, X2 +1) .....ooviiiiiiieniinn...

Matrices de projections orthogonales et de symétries orthogonales

— Calculs de matrices. o
On se place dans R* muni du produit scalaire canonique, qu’on munit d’une base orthonormale B = (4,7, k).
On note z, y et z les coordonnées dans cette base.

Pour chacune des applications linéaires suivantes, écrire sa matrice dans la base B.

a) La projection orthogonale sur le plan P d’équation x +y+2=0 ..............

b) La projection orthogonale sur la droite D dirigée par i +2k ...................

¢) La symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation z +3y —2=0 ........

Réponses mélangées

1 240 9 1
2sin(1) + cos(1) — 1 3 (V3X, E(X2 - X+ (1,2V3(X — 3))
1 0 2 2 -1 -1

1 1 1
41In2 -2 = . _ —(e?2 -1
n =[0o 00 sl-1 2 1 5 )
2 0 4 1 -1 2
9 —6 2
1 7 1 1
i - 11 — 0 —|_¢ _ 10
53 12 6v5 1|6 -7 6
2 6 9

» [Réponses et corrigés page |176]
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Fiche de calcul n°31 030A

Groupes symétriques

Prérequis
Permutations, cycles, transpositions, décomposition en produit de cycles a sup-
ports disjoints, signature.

Opérations sur les permutations

Calcul 31.1| — Echauffement. )
On considere les permutations suivantes de Gg
{1 2 3 4 5 6 ¢ (1 2 3 4 5 6

P=\2 43165 © 7741506 3 2)
Expliciter les permutations suivantes.
a) pt d) po ...l
b) o7t €) TP i
¢) OF . f) opo™t ...
Calcul 31.2] — Opérations sur les cycles. L]
Calculer les puissances suivantes, ou a, b et ¢ désignent trois entiers naturels non nuls distincts.
a) (ab)™ ... d) (abe)? oo,
b) (abe)™ ... e) (24513 ...,
) (13527)7 1 ......... f) (15237 .........

Décomposition en produit de cycles a supports disjoints

— Décomposition en produit de cycles a supports disjoints. 00

Décomposer les permutations suivantes en produit de cycles a supports disjoints.

)12345678910
ao\7 9 1 3 8 4 10 5 2

6
b) 12 3 45 6 7 8 9 10
39 10 1 7 4 5 9 8 ) e

€) (1352)2417)(58) wvrieiie i,

d) 13)3214B14)(214) ..o

€ (26)(4215)(32)(BL5) coveiiiii
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— Application aux calculs de puissance.

Expliciter les puissances suivantes sous la forme d’un produit de cycles a supports disjoints.

2 3 4 5 6\
LB L 6 B) e

N =

(o2
~ N
B~ W
L~
= ot
(2 BN e)]
\]
~—_
—
(=2}
53

o (
b (
o (

H
rO
w
B
o
w o
~
N———
—
(=2}
(o)

6 5 2 4 1

e
ot
(=)
\]
N
(V)
[\v]
|

12 3
d)<4357216

Calculs de signature

— Calculs de signature — niveau 1.

Déterminer la signature des permutations suivantes.

a) (12)(B4)(56) cvvveeeieieeiiiiiiiiiiinn, d) (13243 ...

b) (15324) v, e) (13)(267)7*(47312) .....

¢) (15324)71 f) ((13)(267)(47312)% ...

— Calculs de signature — niveau 2.

Déterminer la signature des permutations suivantes.

a) 123 45 6 7 8 9 10 o) 1 2 3 45 6 7 8
7T 6 913 84 1 5 2,7 34 71 8 9 10 2
b) 12 3 45 6 7 8 9 10 d) 12 3 4 5 6 7 8
321017 45 98 6/ 7 71 6 10 5 9 2 3

oo © D ©

Réponses mélangées

1 23456 1 23456
1 (acb) (72531)  id
165 4 2 3 413265
1 23456 123456
(13106 4)(57)(89) (142)(56)
6 4 3 2 5 1 6 32 1 5 4
1 23456
(1674)(253) (ab) (12753) (146235  (2154)
1 265 3 4
123 45 6
(12653 1 -1 1 -1 1
2 6 5 1 3 4
(174)(26810)(395) -1  (17)(24358 -1 1 (1234  (cba) 1

» [Réponses et corrigés page |178]
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Fiche de calcul n° 32

Déterminants

Prérequis
Nombres complexes.

Calculs en dimension deux

Calcul 32.1

Soit a un nombre réel.

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

Calcul 32.2

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

3/2 7/2
(5 f 9/2> .......................... 2 (
In(2) In(8)

R T— )
1/2 =3/7

c) 59 Tj8 ) e

Calculs en dimension trois

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

On rappelle que le nombre complexe j vérifie j° = 1.

85 72
53 91
V2+1
248

1-32
NERY-J RTINS

031A

1 2 3
) |4 B 6|
7 8 9
-1 -2 3
b) | =2 0 B
4 0 0
Lo=j ]
c) I S O
T
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LU

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

o=
) | 20 T |
AR B
1 241 —-2+i
b) e S e N B
-1 i 2
12z 1
5 15 3
1 1
c) 5 0 o |
2 11
5 3 15
00

Soit x, y et z des nombres réels et a un nombre réel strictement positif.

Calculer le déterminant de chacune des matrices d’ordre trois suivantes.

Ty z
A) | 2 U |
y z
In(a) In(a®) —2In(a)
b) | In(va) —2In(a) In(a®) | oo
—In(a?®) In(a) 2In(va)
1 1 1
c) T Y Z |
2y 2
T r+1 o+2
d) 241 42 T3

T+2 z+3 z+4

Réponses mélangées

91n(2) —61n*(a) —2a? 227/336 —4 —2

(y—z)(z—y)(z —x) 6i — 12 0 V2 + 13 3919

—40 0 234 yP 4 28— 3ayz —5 + 6i 4/375

» |Réponses et corrigés page [181]
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Fiche de calcul n°33 032A
Fonctions de deux variables

Prérequis
Fonctions d’une variable réelle (limites, continuité, dérivabilité)

Les fondamentaux

Calcul 33.1] — Ensembles de définition. )

Déterminer le plus grand ensemble de définition possible de chacune des fonctions suivantes.

a) (x,y) —arcsin|e —y|....ooooiiii i

b) (z,y) —In(z) + /Y oo

c) (z,y) —

Calcul 33.2] — Dérivation partielle. 00

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes.

d) fi(z,y)—arctan(22 4+ 1Y) oot

Calcul 33.3 000

Meéme exercice.

a) fi(z,y) = cos(Z—Y) i
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Composition de fonctions

Calcul 33.4] — Reégle de la chaine. 00

On note w(t) = f(u(t),v(t)). Calculer w'(t) pour chacune des fonctions f, u, v définies ci-dessous.

a) f(z,y) = 42> +3y*  avec {u:sm .....................
v = CoS
t) = e
b) f(z,y) =22 —y? avec . e
v(t) =e

¢) f(x,y) =2® —3zy +2y°  avec {u(t) =3sin(20)

v(t) = 4 cos(2t)

— Changements de variables. 00
Soient f € C*(R?% R) et c € R*.
Exprimer les dérivées partielles de f o ¢ selon celles de f pour les fonctions suivantes.

Réponses mélangées

10, +00[ x [0, +00[ %(m,y) = 2y cos(2zy — y) et g—g(az,y) = (22 — 1) cos(2zy — y)

A(f o) 10f fu+v v—u 10f(u+v v—u 9
_1or 297 —1<y<

Ov (u,v) 2 0x 2 7 2 +2C(9y 2 7 2 @y €R, o -1<y<e+l]
O (o) = OF (o) = (a2, — i Of (1) = OF (o) = 50t
e = Cop20) et o) = @) sme) e =2ty ey =5t o
A(f o) B of . . Of .
%] 5 (r,0) = coseax (rcosf,rsinf) + Slnﬁay (rcosf,rsinf)
204t 4 o2 A(foyp) _ . Of ) of .
= 50 (r,0) = —rsin Ha(r cos 0, rsinf) + r cos Ha—y(r cos B, rsin b))
of i of oo
gz (T ) = —sin(w—y) et T(z,y) = sin(z —y)
oz Y 1+ (2 +y)?2 Oy Y 1+ (22 +y)?
%(m,y) = cos(e™) — zysin(e®™) e et a—y(x,y) = —x?sin(e™) e™¥
_ of
ZJ — y—1 - — Y
P (x,y) =yaz¥" et 9y (x,y) =aYInzx
2,2 2 3

vy —=) 2y :
O gy=1 @y 7 w7200 O oy = @y 7 (r0) £ (0,0

ox . dy .

0 sinon 0 sinon
8(fo<p)( )_lg u+v v—u _ig u+v v—u
EE DY 2 7 2 2¢ Oy 2 7 2
{(z,y) € R?, y = 0}\{(0,0)} —72cos(4t) — 46 sin(4t)

» [Réponses et corrigés page |183]
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