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Probléeme 1 (Homographies sur les complexes de module 1) :

Partie | : Une équation dans U

2im

Soitn>2etfB=en.
1. Soit z € C tel que 2™ +1 = 0. Alors 2™ = —1 = ¢'™. Donc z est une racine n-eme de —1. Les racines n-émes
2ikm
de I'unité étant les e » avec k € {0,...,n— 1}, on a

(2k+1)im

{z €C, z"—i—l:O}:{e”/neQik”/n, nggn—l}:{e n ,OSkSn—l}.

2. Commen >2, ona f? = e2im/n % 1. Alors

n—1
Rn — Z B2k+1
k=0

= im/n Z 2k linéarité de la somme
., 1—p"
= e”/"lﬁﬁ somme géo de raison 5% # 1
) 1— eQiﬂ'
_ im/n
1 _ e2in/n def 5
=0

Donc R,, = 0.
3. Onan > 2. Alors

P, = nz_:l (Z) 32+

k=0
= im/m ”z—:l (Z) 2ikm/n def 3
k=0
= ¢im/m ((1 + 62”/")" - 1) Newton
R O
ermim <e” 2cos(m/n))" 1) Euler



= —¢"™/" (1 4 2" cos(m/n)") .

Dot |P,| = |1 4+ 2™ cos(m/n)™|. Mais comme 7 /n €]0,7/2[, on a cos(mw/n) > 0 et donc |P,| = 1+ 2" cos(mw/n)".
4. On pose Tp, = S0 k% 1. Alors

n—1
(1 BT, = B(1— %)Y kB> linéarité de la somme
k=0
n—1 n—1
(w5 )
k=0 k=0
n—1 n
=p (Z kﬁ% — Z(] — 1),62j) avec le changement de variable j = k + 1
k=0 j=1

n—1 n n
¥ (zw% -y +z,32j)
k=0 j=1 j=1

— —nﬁ2n+1 + iﬁQj—H

i=1

n—1
_ _nl@2n6 + Zﬂ?j—i-l +62n+1

j=1
n—1
=-nf+> BT+
j=1
=-nB+ R,
= -np cf2

On en déduit

ns
P

neiﬂ'/n

T, =

e2im/n _ q
neiw/n
eiw/n(eiﬂ'/n _ e—iﬂ/n)
n
_ Eul
2isin(7/n) Her
_ ng

~ 2sin(n/n)’

Et donc T, € iR.
5. Soit x €]0,27[, a € R et n € N. On a donc e%® # 1. Alors

n

Z cos(a + kx) +1 Z sin(a + kz) = Z eilathe)
k=0 k=0 k=0
_ eia Z eikx
k=0
i 1 — ¢tntl)z
1—e®
eilnt1)a/2(gmi(n+)z/2 _ gilnt1)z/2)

61’:(:/2(6—1'90/2 _ eix/Z)

=€



i(atna/2) — 2 sin((n + 1)z/2)
—2isin(x/2)

_ z(a+na:/2) Sln((n + )a:/2)

sin(z/2)

Euler

=€

On en déduit donc, par caractérisation d'un complexe par sa partie réelle et partie imaginaire

sin((n 4+ 1)z/2)

Z cos(a + kz) = cos(a + nx/2)

= sin(z/2)
) " (0 + 1)z
i = sin(a + nx sin{{n + 1)z .
kz:%sm(a + kz) = sin(a + nx/2) sn(z/2)
6. Soit n > 2.

(a) On a e’ # 1 et donc

s S ()

zkw/n

5??
»—A»—\

m

n—1
(Z e kw/n)
'LTr/n _ eim
1— 627r/n
wr/n +1
1— ewr/n

( et /( 2n et/ (2n) + e—mr/(Qn)))

eim/( 2n 6 —im/(2n) em/(Zn))

( cos(m/(2n)) )
—isin 7r/ (2n)
cos(m/(2

~ sin 7T/(2n))
1

tan(7/(2n))

o
—

I
0
3

I
Q
2

I
=
2

(S

m

I
Q
3

On pouvait aussi le démontrer (mais c'est moins joli) en calculant S, tan(7/(2n)) et montrer que ¢a vaut 1 (il faut
utiliser la formule donnant sin asin b en fonction du cosinus).

(b) On en déduit que tan(m/8)~' = Sy = S3_,sin(kn/4) = V2/2 4+ 1+ v/2/2 = 1+ /2, d'ott tan(n/8) =
1
1+v2 V2-1L
(c) On a, pourn >1,

S, 1
n  ntan(m/(2n))
B 2/m
~ (2n/m)tan(m/(2n))
2/m
= tan(/(2n)
7/(2n)

tan(t)

7~ = Letlim, , o 7/(2n) =0, donc, par composition des limites, (S,,/n)nen+ converge et

. Sn 2
lim — = —
n—+oo N s

Or limxﬁo

3



Partie 1l : Cosinus

7. Soit z € C. Alors

i ikm i( )
Pl=0 e F=—1 e Fkef0,... 4}, z=efe T = 5
8. On a
4
Vz € C, z5+1:z5_(_1)5:(z—(_l))zzk(_1)4fk:(Z+1)<z4_z3+z2_z+1).
k=0

On pose donc
V2eC, Q(z) =2 =23 +22 -2 +1.

9. Tout d'abord Q(0) =1 # 0. Donc z = 0 n’est pas solution de I'équation Q(z) = 0. Soit z € C une solution de
Q(z) = 0. Donc z # 0. On pose alors Z = z + 1. Et

Q2)=0 <= 21— 4+22—241=0

) 1 1
— 2Z-z+1l--+5=0 car z #0
z oz

1\? 1
— |(z+-) —2—|z+-)+1=0
z z

= Z*-7Z-1=0
On se rameéne donc a trouver les racines d'un polyndme du second degré a coefficient réel de discriminant A =144 =

5 > 0. Les racines sont donc
1—-+5 1++5
5 et Z = 5

(la seconde étant largement connus comme étant le nombre d'or).

7 =

On est donc ramené a résoudre les équations

1 1-+5 1 1 5
z+ - = V5 et z+ - = +f.
z 2 z 2

Comme z # 0, on est donc ramener a résoudre

1—+/5
22 — z24+1= (1)
et \/»
1 5
22— +2 z4+1=0. (2)
2
La premiere est de discriminant A; = (1_2\@) —4 = %@ —4 = —5+—2‘/5 < 0 et dont les racines sont donc les

complexes non réels conjugués :

56 58 15 [5+45 1-vV5  [5++5
21 = 5 = 1 —1 T et 2= 1 +1 3

2
L'équation a pour discriminant Ay = (1+2\/5) — 4 = %4\/5 4 = —5%\/5 < 0 dont les racines sont donc les
complexes non réels conjugués :

e i el S N 1+VE | [5-5
5 = 1 — 1\ —— et z4= 1 +1 3

zZ3 = 3



10. On a vu que €' est une solution de I'équation z® + 1 = 0. C'est donc également une solution de I'équation
(z +1)Q(2) = 0. Mais comme 1 + /% =£ 0, c’est une solution de Q(z) = 0. En réutilisant la question précédente o
I'on a trouvé les solutions de cette équation, on en déduit donc

ke {1,2,3,4}, 7/ = z,.
Mais comme 7/5 €]0,7/2[, on en déduit que cos(m/5) > 0 et sin(w/5) > 0, ce qui conduit 3 e™/% = 2, et par suite

cos(m/5) = \/54+ 1.

Partie Il : Homographie conservant U

11. Soit # € R et z € U. Alors
6i9

z

e _ 1
= = — = ]_
EN

h(z)] =

donc h(z) € U.
12. Soit a € C\ U et § € R.
(a) Alors
e x1—elaxa=e’1-lal?)#0
car € # 0 et o ¢ U. Donc h est bien une homographie.
De plus, Vz € U, |az| = |a| # 1. Donc en particulier, Vz € U, @z # —1. Et donc h est bien définie sur U

(b) Soit z € U. Alors

_ i 4o o0 zZ4+a
az+1 az +1

 (rto)(Ez+a)

~(@z+1)(az+1)

2Pt az+ @z 4+ |of?

a?lz2+az+az+1

_l+az+az+]al?

a2+ azt+az+1

= 1.

[h(2)P?

Donc h(z) € U et donc h(U) C U.
13. (a) Soit a, B € C. Alors

o+ B2 = (a+p)(@+B) = a2+ @B+ af + B> = |af* + 2Re(@p) + 8]

(b) Soit a,b € C. Supposons que pour tout # € R, a + 2Re(be~) = 0.
Il est facile de voir que si b =0, alors a = 0 également.
Raisonnons par I'absurde et supposons que b # 0. Alors 3o € R tel que b = |b|e*?. Alors, pour § = ¢, on a donc

a+2Re(be ) = a+2NRe(|b]) = a +2/b| =0

En utilisant la caractérisation des complexes par leurs formes algébrique, on en déduit que Jm(a) = 0. Donc a € R.
Par conséquent, on a a + 2|b| = 0 dans R. On a donc en fait

VO € R, —2|b| +2%Re(be ) =0
V0 e R, Re(be ™™ —|b]) =0
<= V0 € R, Re(b) cos() + Im(b)sin(d) — |b] =0
= V0 € R, Re(b)? + Im(b)? = Re(D)? cos(A)? + 2 NRe(b) Im(b) cos(0) sin(0) + Im(b)? sin(9)?
V0 € R, Re(b)*(1 — cos(h)?) + Im(b)%(1 — sin(h)?) — 2 NRe(b) Im(b) cos(h) sin(h) = 0



— V0 € R, Re(b)?sin(h)? + Jm(b)? cos(8)? — 2%Re(b) Im(b) cos(#) sin(f) = 0
V0 € R, (Me(b)sin() — Im(b) cos(h))* =0
<= V0 € R, Re(b)sin(d) = Im(b) cos(d)

En particulier, pour 8 =0 et 8 = %, on obtient

Jm(b) =0
Re(b) =

autrement dit, b = 0. On aboutit donc 3 &,

On vient donc de montrer que b ne peut pas ne pas étre nul. Donc b = 0 et par suite a = 0. D'ou I'implication
désirée.

Autre méthode. Si V0 € R, a +2Re(be™") = 0, en prenant § = 0 et § = , on aboutit 3 a = —2%Re(h) = 2Re(b).
Donc PRe(b) = 0. Et en prenant § = 7/2 et § = —n/2, on trouve a = 2Jm(b) = —2Jm(b). Donc Jm(b) = 0. Et donc
a=0.

14. (a) Comme A(U) C U, on a donc

(ae® +b)(ae=" +b)

(cei® +d)(Ce— +d)

la? + abe® + abe™" 4 |b|?

lc|2 + cde®® + ede=1 + |d|? -

— VO ER, |a)® + b + 2Re(@be) = |c|* + |d|* + 2Re(cde™ ™).

V0 e R, [h(e?))? =1 < VhER,

<— V0 eR,

(b) On en déduit également
0 € R, (Jaf + b2 — |e]* — |d|?) + 2%Re ((ab — ed)e ™) =0,

La question nous permet alors de conclure

(3)

jal? + [b* = |c|* + |d|”
ab =t¢d

(c) Puisque a = 0, on a donc ¢d = 0. Mais d'autre part, on doit avoir ad — bc = bc # 0. Donc ¢ # 0 et d = 0.

Finalement, on a aussi |b| = |c|. Donc 30 € R tel que b = ce®. Et par conséquent
b cei@ 619
cz ¢z z

donc h est bien de la forme indiquée.
(d) On suppose a # 0. On a donc b = & en utilisant ([I4b). On a donc

la*(|e|* + |d]?) = Ialz(!a\2 + [b]*) = la* + [al*b]* = |a]* + |c|*|d]?
d'ou I'on déduit
lal* + [c[?[d]* — |a]?[c]” = [al*|d]* =0 <= [a]*(Ja]* — |c]*) + |d*(|c|* — |a]*) = 0

< (la]* = [e[*)(la]* = |d]*) = 0

(e) Supposons que |a| = |c|. Alors 30 € R tel que ¢ = ae'. Par suite de (T4b)), on a @b = @e~"d c'est a dire
b=de . Puis ad — bc = ad — de %ae'® = ad — ad = 0 et donc &,. Par conséquent, |a| # |c|.



(f) On a donc |a| = |d|. Donc 30 € R tel que a = de® (et d # 0). Et donc b= % = %deie toujours grace a ((14b)).

Finalement,
az+b
h(z) =
(2) cz+d
dze®? 4 et
_ d
cz+d
zet? + %ew
Sz+1
_ 0 zZ+«
|

avec oo = % Donc h est bien de la forme annoncé.

!
(g) Si h est une homographie conservant U. Alors Ja, b, c,d € C tel que h(z) = gjj:g Comme h doit étre définie

sur U, on doit avoir cz +d # 0 pour tout z € U. Or (Vz € U, cz+d # 0) <= |c| # |d|. En effet, on a
lef = |d € R, ce® = ~d <= 3Fz€ U, cz=—-d < 3z €U, cz+d = 0. Et par contraposition, on a
VzeU, cz+d#0 < |c| #|d|]. On a donc |c| # |d| puisque h définie sur U par hypothése.

Si a =0, alors h est de la forme h(z) = % d'aprés la question Etsia #0, montre que h est de la forme
la question [12]

Donc si h est une homographie stabilisant U, alors elle est de I'une des formes annoncées. Et on a déja montré
(question [11] et que les homographies de ces formes conservent U.
Donc h est une homographie conservant U si, et seulement si, elle est de la forme des questions [11] et [12]

Probléeme 2 (Sommes de puissances d’entiers consécutifs) :

1. Soit d € N. Alors

sinon 0 sinon

0 0 . .
0 sid=0 1 sid=0
So(d) = E k:d:{od :{
k=0

2. Pour tout n € N, on a

Sp(0)=>"K'=> 1=n+1
k=0 k=0
et ( )
" " nn+1
Sn(1) =D k=3 k==
k=0 k=1
3. Ona Sy(2)=0= % d'aprés la question 1.
Supposons qu'il existe un entier n € N tel que
1)(2 1
5,(2) = n(n+1)(2n + )
6
Alors
n+1
Snt1(2) = > K
k=1



Sn(2) + (n +1)°
n(n+1)(2n+1) (1) Hyp Rec

6
=(n+1) (71(2716—i_1)+n+1>

M2+ n+6n+6

=(n+1) 5
_ (n+1)(2n* + Tn +6)
B 6
_ (n+1)2n+3)(n+2)
= 5 )
On vient donc de démontrer par récurrence que
1)(2 1
WneN, S,(2) = Mt )6( ntl)
4. (a) Soit n,p € N. En utilisant le binbme de Newton, on a
n n p+1
An(p) =D (k+ 1P = ZZ( )
k=0 k=0 i=0
p+l n
1\ .
_ Z Z <P+ )kz
i=0 k=0 !
p+1 ( )

(b) Mais par ailleurs, si n,p € N, on a également, par un petit changement d'indice,

n n+1
An(p) =D (k+ 1P = Z BTl =8, 1 (p+1).
k=0

(c) D’apres la question [4a] on a

n p—1
1
VneN, Vpe N, Y (k+ 1P =S, (p+1)+ (p+1)Su(p) + > (pj,L )Sn(i).
k=0 =0

On en déduit donc que, Vn € N, Vp € N¥,

k=0 =0
.
= Spt1(p+1) = Sulp+1) —
=0

_ )Pt pi: <p+1>

=0

[y

n p—1
(P+1)Su(p) =D (k+ 1) = Su(p+1) = > (p j 1) S (4)
p

+ 1) S (i) cf. AB
(3

—_

et donc

p+1

p—1
VneN, Vpe N*, S,(p) = L ((n 4 )Pt — Z <p+ 1) Sn(z)) :

(d) En particulier, pour p =3, on a

1 2 (4
¥n €N, 8,(3) = ; ((n +1)t =) <k> Sn(k)>



nin+1)  n(n+1)2n+ 1))
4<(n—|—1) —n— 1At 6 ;
1
Z((n+1) —n—1-n(n+1)2+2n+1))
1
1(n+1)((n+1)3—1—n(2n+3))
_(n+ 1)(n3 4+ n?)
N 4
~n?(n+1)?
B 4
_(n(n+1)>2
B 2
(e) En particulier, pour p =4, on a
1 3
Vn e N, Sy - 1)°
et 5.0 (1= 35 (F)so)
0
1 1 H(2n+1 2 1)2
Hmsrp—po1opnnt) qprith@ntl)  nn+])
5 2 4
1 b ) )
5<n+1 —n—l—2n(n+1)_2n(n+1)(2n+1)—2n2(n+1)2>
_ 1/ 10 3 15, 25 5 , 3_?2)
5(n + 5n* 4+ 10n3 + 1002 4 4n — 3n 5 5 2 o5n 2n
)
= n5—|—2n4+3n3—z>

o= o

Et d'autres part, en développant, on trouve
VneN, (n+1)2n+1)(3n*+3n—1) =

d'ol I'on déduit que

(6n* + 1513 4 10n? —

1).

(2n% 4+ 3n + 1)(3n? + 3n — 1) = 6n* 4+ 1503 + 10n% — 1,

n(n+1)(2n + 1)(3n? + 3n — 1).

VneN, S,(4) =

30

Exercice 3 (BONUX) :
On calcul sans trop réfléchir :

(fm = 1]+ |m +1])* =

et

(laf + [b])* = [af?

car ab = 1 par relation coeff/racines.
D’autre part, on a |a +m/|* =

= la+m|* + [b+m|?

= |a* +

2lm? — 1]

|m? — 1| et [b+m|* =

|m|? 4 2 Re(amm) +

= 12 4 Jm + 1 4 20m? — 1] = 2lm/® +2 + 2Jm? — 1] = 2(1 + [m|> + [m? — 1]).

+ [b)? + 2|ab| = |a|® + |b]* + 2

|m? — 1| puisque ce sont des racines du polynéme. Donc

b + |m|* + 2 Re(bm)



= |a|* + |b]? + 2|m|? + 2Re((a + b)) R-Linéarité
= |a|* + |b|]* + 2|m|? + 2 Re(—2mm) rel coeff/racines
= [af® + [b* — 2/m|*.
D'ou
(lal +16))* = 2+ 2jm? = 1| + 2m[* = 2(1 + |m|* + [m* = 1]) = (Im + 1| + |m — 1])?

et d'ou le résultat car tous est positif.
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