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Probléme 1 (Sev de R?) :

1. On pose
v = (1,3,-1,0), ve = (5,4,-2,1), vy = (—13,5,1,—4).
et F' = Vect(vy, va,v3).

(a) Soit A, i1 € R tels que \vy + pwe = Oga. Donc, par définition des opérations de R*, (A + 5, 3\ + 4, —\ —
24, ;1) = 0. La définition de I'égalité dans R* et la derniére coordonnée nous donne ;. = 0. En prenant
n'importe quel autre coordonnée, on aboutit immédiatement a3 A = 0.

Donc v et vg sont linéairement indépendants. Autrement dit, (v1,v2) est libre.

(b) On peut observer que Tvy — 4vy = (—13,5,1,—4) = wv3. Donc vs € Vect(v1,v2) et donc vz est bien

combinaison linéaire de v1 et vs.

Si on ne voit pas ces coefficients (que I'on peut trouver facilement en observant la derniére coordonnée
qui donne le coefficient de vy, puis n'importe quel autre coordonnée permet d'avoir le coefficient de v1), on
peut aussi étudier la liberté de la famille (v1,va,v3). Soit A, i,y € R tels que Avy + pwvg + yvz = 0.

Av1 4 pvg + yvg =0
= (A +5u— 137,32 +4pu+ 5y, - A —2u+y,u—4y) =0 def opérations de R*
A+bu—13v=0
3AN+4pu+5y=0
—= Tty def égalité dans R*
“A=2u+v=0
pw—4y=0
A+7y=0 Ly« L1 — 514
— 3A+27y =0 Lo« Lo —4L4
“A=T7y=0 L3+ L3+2L4

w—4y=0
A=-—T7

<:>{ 7
p=4y

En prenant v = 1, on obtient donc —7v; + 4vy + v3 = 0, autrement dit v3 = Tv; — 4vs.

(c) Par définition, on a F' = Vect(vy, v2,v3). Or vg € Vect(vy,v2). Donc, par principe d'élimination dans une
famille génératrice, F' = Vect(vy,v2). Donc (v1,v2) est une famille génératrice de F.



Par ailleurs, d'aprés la question [La| (v1,v2) est une famille libre. Donc (v1,v2) est une famille libre et
génératrice de F, donc, par définition, (v1,v2) est une base de F.

2. On considére G = Vect(u1,us) avec ug = (1,3,0,0) et ug = (6,7,—3,2).
(a) Soit A1, Mg, 111, p2 € R tels que A\vy + Agvg + pivy + pove = 0.
A1v1 + Aovg + pqv1 + pove =0
= (A 452+ pu1 + 62, 3N +4Xo + 31 + T, —A1 — 20 — 32, A2 +2u2) =0

A1+ 52 + p1 + 6pg =0
3\ 4\ 3 T =0
e (P TS T def égalité R
—)\1—2/\2—3/1,2:0
Ao+ 2p2 =0
A1+ pr —4pe =0 Ly < L —5Ly4
3A1 +3p1 —p2 =0 Lo < Lo —4Ly
—
)‘1+M2:0 L3+ L3+ 2Ly
Ao+ 2u0 =0
p1 — Sz =0 Li+ Ly — L3
— 3#1—4/12:0 LQ%L2—3L1
A1+p2=0
Ao+ 2p2 =0
p1 — dp2 =0
— 11/1,220 Lo+ Lo — 3Ly
A1+ p2 =0
Ao+ 2p2 =0

<:>)\1=)\2:M1:M2:0.

Donc la famille (v1, v2,u1,u2) est une famille libre de R

C'est une famille libre de 4 vecteurs dans R* qui est de dimension 4, donc, par caractérisation des bases
en dimension finie, (vy,va,u1, uz) est une base de R*.

On peut aussi finir le raisonnement sans utiliser la caractérisation des bases en dimension finie, soit
en montrant que R* C Vect(v1,v2,u1,us); soit en montrant que la base canonique est contenue dans
Vect(v1,va,u1,uz); soit, a I'aide d'un petit argument dimensionnel, que Vect(v1, v, u1, ug2) est un sev de
R?* de dimension 4: etc. Tous ces raisonnements étant équivalents.

(b) D'aprés la question précédente, on a R* = Vect(vy, va, u1, uz). Donc
R* = Vect(vy, va) + Vect(uy,uz) = F + G.
Mais la famille (v1, vo,u1,u2) est libre, donc la somme est directe, i.e.
Vect(vy,ve, ut, us) = Vect(vy, vy) & Vect(ug, ug).

Autrement dit R* = F @ G.
Donc F et G sont supplémentaires dans R*.
(c) Soit = (x1, 22, 73,74) € R%. On a

r€G <= du,pue € R, = pgug + pous def G
x1 = p1 + 62
To =3u1 +7
— Ellu’lv.LLZ € R) ? ’ul 12
3 = —3u2
Ty = 242



T1 = p1 + 6ue

To —3x1 = —11ug
203+ 3x4 =0

T4 = 2p2

— El:“’la,“? € R?

1 = p1 + +6pu2

2(xg —3x1) + 1lzy =0
203+ 34 =0

T4 = 22

— 3#17“2 € R7

Donc G C {z € R, 223 + 324 = 2w9 — 621 + 11z4 = 0}.
Réciproquement :

{z € R, 2234 324 =0, 229 — 621 + 1124 = 0}
={z € R*, 225 = —3xz4, 229 = 621 — 11z4}
={(z1,321 — 11zy,3x4,224), 21,24 € R}
= Vect((1,3,0,0), (0, 11, -3, 2))

= Vect((1,3,0,0),(0,—11,-3,2) + 6(1,3,0,0)) principe substitution
— Vect((1,3,0,0), (6,7, —3,2))
=G

On a donc G = {z € R, 223 + 324 = 2w — 621 + 1124 = 0} et donc
V(z1, 2o, 23, 24) € RY, (w1, 29,23, 24) € G <= 2x3 + 324 = 0 = 229 — 621 + 1114).

3. Soit
H = {(wl,x2,$3,$4) € R4, 3x1 — X9+ Txg = x1 + 22 + 43 — 2004 = 0}

(a) On a donc

H = {(x1,x9,x3,24) € R*, 321 — 29 + Toa = 21 + 29 + 4o — 204 = 0}
(x1,22,23,24) € R*, 321 — w9 + Tzg = 0, 4daq + 4w + 5xy = 0}

Il
—_—A— —— P

(1'1,.%'2,.%3,2174) € R4, ro = 3x1 + Txy, 43 = —411 — 5.21?4}

5
(21,321 + Tz, —21 — Zaz4,x4), T1,T4 € ]R}

=<x1(1,3,-1,0) + %(0,28, —5,4), x1,14 € R}
= Vect((1,3,—1,0), (0,28, —5,4))
Donc H est un sous-espace vectoriel de R*.

(b) On vient de trouver une famille génératrice de H. Montrons que cette famille est libre.
Soit A\, 1 € R tels que

A=0

3\ + 28 = 0
A(1,3,—1,0) + 11(0,28, —5,4) = 0 <= s = A=p=0.

—A—=5u=0

4p =0

Donc la famille ((1,3,—1,0), (0,28, —5,4)) est une famille libre et génératrice de H, donc, par définition,
((1,3,-1,0),(0,28,—5,4)) est une base de H.



(c) On rappelle: vy = (1,3,—1,0) et vg = (5,4,—2,1).Ona3x1-3+7x0=0et1+34+4(—1)—2x0=0.
Donc, par définition, v; € H. Et 3 x5 -4+ 7(—-2) = —13#0, donc ve ¢ H.
On a donc Vect(vy) C F'N H par stabilité par combinaison linéaire (et def de Vect(v;)) de F' et H.
Supposons que Vect(vy) # FNH. Donc 3x € FFN H tel que = ¢ Vect(v1). En particulier, z € F. Donc
I\, 1 € R tel que © = \vy + pwe, car F' = Vect(vy, v2).
De plus, comme z ¢ Vect(v1), on a donc p # 0. Mais alors vg = %(x — A1) € Vect(z,v1) C FNH car
F N H est un sev de R* (donc stable par combinaisons linéaires). D'ou &,

Donc Vect(v1) = F N H. Comme v; # 0, la famille (v1) est libre et génératrice de F' N H, donc (v1)
est une base de F'N H.

Probléme 2 (Itérées d’une application linéaire 22 = f + Idg) :

1. Soita € Ret f = aldg. Alors f2 = fof = (aldg)o(aldg) = a?Idgoldg = o?Idg et f+1dg = (a+1)Idg.
Donc a?Idg = O‘T“IdE. Ce qui implique bien siir 2a® = « + 1 (puisque £(E) est un ev, par exemple, ou en
calculant sur un vecteur non nul si on préféere). On aboutit alors a o € {1, —1/2}.

Il est facile de vérifier que Idg et —% Idg sont bien des homothéties qui vérifient la relation.

2. Retour au cas général.

(a) On a 2f? = f + Idg, donc f o (2f — Idg) = Idg. Or E est de dimension finie, donc, par théoréme
d'isomorphisme, f est un automorphisme de E et f~! = 2f — Idg € L(E) puisque L(E) est un R-ev (ou
alors par que c'est I'inverse d'une application linéaire, ¢ca fonctionne aussi).

(b) Comme L(E) est R-ev, on sait que f —Idg, f+ 1 Idg € L(E). Et les noyaux d'applications linéaire sont des
sous-espaces vectoriels de |'espaces de départs (ce sont des pré-images du sev trivial de I'espace d'arrivée).
Autrement dit, ker(f —Idg) = (f —Idg)~1({0}) et {0} est un sev de E, donc ker(f — Idg) est sev de E.
De méme pour ker(f +1/21dg).

(c) Soit x € ker(f —Idg) Nker(f +1/21dg). Alors f(z) = = et f(x) = —z/2. On a donc x = —x/2, ce qui
entraine immédiatement = = 0. Donc ker(f — Idg) Nker(f 4+ 1/21dg) C {0}. Or les noyaux sont des sev
de E, donc ker(f — Idg) Nker(f +1/21dg) = {0}.

Soit # € E. Alors z = 2 (f(x) + %x) — 2(f(z) — ). Et

£ (5@ +32) = P + 35)

1

1 1
— SH@) + 52+ 5 (@)

= f(x) —I—%z

Donc f(x) + 1/2z € ker(f — Idg). Et

f(f(x) —a) = f2(z) - f()

1
§$—f(1’)



Donc f(z) —z € ker(f + 1/21dg). On a donc

o=3 (@) + 52) -5 (fle) = 2)

N— 1
cker(f—1dp) €ker(f+5 Idg)

Donc E = ker(f — Idg) + ker(f + 1/21dg) puisque ce sont des sev de E, et donc E = ker(f — Idg) @
ker(f + 1/21dp).

(d) On a
<f+;IdE> O(f—IdE):f2—%f—éIdE:0

On a donc

(0) = (£ +31e ) o (/= 142)(E) = (£ + 3 s ) ((f ~ 14£)(E)

2

(#+ 51z ) (1m(7 - Tdp)

Donc Im(f — Idg) C ker(f + 1/21dg).
Mais par ailleurs, par théoreme du rang, on sait que

rg(f —Idg) = n — dim(ker(f — Idg)) = dim(ker(f + 1/21dg))

puisque ker(f —Idg) et ker(f + 1/21dg) sont supplémentaires dans E.

Donc Im(f — Idg) est un sev de ker(f + 1/21dg) de méme dimension que ker(f + 1/21dg) et donc
Im(f - IdE) = ker(f + 1/2 IdE).

(e) On a toujours (f +31Idg)o(f—1Idg) = 0= (f —Idg)o (f + 3 Idg). Donc Im(f+ 1 Idg) C ker(f —Idg).
D’autre part, par la question précédente, rg(f + 31dp) = dim(E) — dim(ker(f + 31dg)) = dim(E) —
rg(f —Idg) = dim(ker(f — Idg)) par théoréme du rang. Et donc Im(f + 1 Idg) = ker(f — Idg).

3. On suppose f et Idg linéairement indépendants.
(a) Onsait f2=1f+ 1dp. Donc
fP=fof?
1 1
= = !
fo (2f+ 5 dE)
1 1
= §f2 + i‘f
171 1 1
—2(2f+zk@)+2f
3 1
= Zf + 1 Idg
Et en rcomposant par f, on obient
fr=1fof
3 1
3/1 1 1
—4(zf+2k@)+4f
5 3
= gf + 3 Idg



b) On vient de montrer que Vp € {0,1,2,3,4}, 3(a,,b,) € R? tel que f? = a,f + b,Idg. Supposons que
P> Yp P P
dp € N tel que Jayp, b, € R tel que fP = a,f + b,Idg. Alors

fret=fof
= fo(apf+byldp)
1 1
= - —1Id b
ap (2f+ 2 E) + pf
ap + 20, ap
== —1d
oy g lde
On pose alors ap41 = % ceRetby1 = %” € R. Et donc fP™ = a1 f + byt 1dg.
Donc, par principe de récurrence, Vp € N, Ja,, b, € R tels que f? =a,f + b, IdEg.
(c)Onafl=Idg=0xf+1xIdget f=1xf+0xIdg. Doncag=0,a; =1,by=1etb; =0. Eton a

ap + 20, a

Vp € N, ap+1 = 5 et bp+1 = Ep

d’aprés la question précédente.

(d) Soit p € N. On a

_apy1+20p1  apr fap
ap+2 = 5 = 5

Donc la suite (ap)pen Vérifier une relation de récurrence d'ordre 2 a coefficients constants d'équation ca-
ractéristique 72 — r/2 — 1/2 = 0, de discriminant A = 1/4 +2 = 9/4 > 0, de racines réelles distinctes
r1 = —1/2 et ro = 1. On en déduit donc I\, x € R tels que Vp € N, a,, = ,LH—)\(;,)p. Orap=0eta; =1,
donc

On a donc

2 —1)P
Vp € N, ap:3(1—(2p) )

Et la relation Vp € N, b,11 = a,/2 avec by = 1 nous fournit alors

L G o
= p=
VpeN, b,={? 20—
1 p=20
(On remarquera que les formules nous donne bien le bons coefficients qu'on a obtenu par le calul pour f2,
f3 et 4. 1l est bon de vérifier rapidement : une erreur de calcul peut vite arriver).

La suite ((—1)P/2P) est une suite géométrique de raison —1/2 €] — 1, 1] donc convergente de limite
nulle. Puis, comme ['espace des suites convergentes est un R-espace vectoriel et que les suites constantes
sont convergentes, on en déduit que (a,) et (b,) sont convergentes. Par ailleurs, la limite est une forme
linéaire sur I'espace des suites convergentes, donc elle est linéaire et donc

2 2

1 1

(e) On pose ¢ = 2f + % Idg. Alors

4

9 1 2 1
2= (2 Id) ( Id)
g <3f+3 p)o(5f+51ds
i |
of ol tglde

_4

9

1 1 4 1

6



2 1
—fri-1d

3/ +31ds
=q

Et comme L(FE) est un R-ev, ¢ € L(E). C'est donc un projecteur de E. C'est méme le projecteur de E sur
Im(q) = ker(q — Idg) parallélement a ker(q).

Mais

z € ker(q) < q(z) =0

~n |
x>
~ 5]
+ ~—
| +
8 |
[ 8
o

]

1
x € ker(f + §IdE)

et donc ker(q) = ker(f + 1/21dg).
De méme,

z €Im(q) <= xz € ker(q—1Idg)

2
gf(x) =+
f(@) +
fz) -

x € ker

xr —

z=0
f—1dg)

rtr oy

2
(

et donc Im(q) = ker(f — Idg).
Finalement, g est la projection de E sur ker(f — Idg) paralléelement a ker(f + 1/21dg).
4. On pose M ={\f + pldg, A\, u € R},
(a) On a donc M = Vect(f,Idg) C L(E). C'est donc un sous-espace vectoriel de L(E).
Soit g,h € M. Donc da,b,c,d € R tels que g =af + bldg et h = c¢f + dIdg. Alors

= acf? + (ad + be) f + bd1dg
= (ad + bc+ ac/2)f + (bd + ac/2)Idp € M

Et aussi

hog=(cf +dldg)o (af 4+ bldg)
= caf? + (da+ cb)f + dbIdg
= (ca/2 +da+cb)f + (db+ ca/2)Ildg
=goh

puisque le produit est commutatif dans R et I'addition aussi.

(b) On avu M = Vect(f,Idg). Donc dim(M) < 2. Par ailleurs, Idg # 0, donc dim(M) > 1.

Mais par hypothése, on a supposé que f et Idg sont linéairement indépendants, donc la famille (f,Idg)
est une famille libre. Elle est donc libre et génératrice de M, c’est donc une base de M et donc M est de
dimension 2.

Dans le cas de la premiére question ou f est une homothétie, f est donc proportionnelle a Idg et donc
la famille (f,Idg) est liée. Ce qui entraine que dim M =1 (et donc M = Vect(Idg).



Probléme 3 (Suite implicite) :
Pour tout n € N, on considére I'équation
z —In(z) =n. (En)

et la fonction f,,(z) = z — In(x) — n définie pour tout = > 0.
Partie | : Etude de f,

1. Soit n € N. La fonction f,, est dérivable sur R* comme somme d'applications dérivables et Yz > 0, f)(z) =

1-1/z= %1 D’ou le tableau de variations :

x 0 T, 1 Yn +00
7 (x) — 0 +
+0o0 v v +00
1—n

2. Avec n =0, on a donc, d'aprés le tableau de variation, Vx > 0, fo(z) > 1 > 0. Donc (Ej) n'a pas de solutions.

Avec n = 1, on a alors une seule solution a (E7) qui est le minimum de f; qui est atteint en 1. Donc la seule
solution de (E;) est z = 1.

Partie Il : Une premiére suite

3. Soit n € N avec n > 2. f,, est continue sur ]0, 1] et décroissante, donc, par théoréme de la limite monotone
et corollaire du TVI, f,,(]0,1]) = [fn(1),limg fr[= [1 — n,+o0[. Or 1 —n < 0, donc 0inf,(]0,1]). Donc, par
définition, 3z, €]0, 1] tel que fy(x,) =0. Or f,(1) =1 —n # 0, donc z,, # 1 donc z,, €]0, 1].

De plus, f, est strictement monotone sur ]0, 1], donc injective et donc z;, est unique.

4. Soit n € N, n > 2. On a, par définition, f,(x,) = 2, —In(x,) —n = 0. Donc fr41(zn) = zp —In(z,) —n—1=
-1<0.

Or Jlzpi1 €]0,1], fot1(znt1) = 0 et fr41 est décroissante sur ]0,1] et fry1(xn) < foy1(@ns1). Donc
Tl < T
Donc (xy,)n>2 est décroissante.

5. (zn)n>2 est donc décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente par théoréme de la limite monotone.
On pose ¢ sa limite.

Par passage a la limite dans les inégalités et comme Vn € N\ {0,1}, z,, €]0, 1], on en déduit ¢ € [0, 1].

6. OnaVn > 2, In(z,) = x,—n. DoncVn € N\{0, 1}, z,, = ¢*»~". Or x,, ——— ¢ € R, donc z,,—n ——— —o0.

n—-+o00 n—-+4o0o
Et donc, par caractérisation séquentielle des limites, x,, = ¢*»™" —+——> 0. Donc, par unicité de la limite, £ = 0.
n—-+0o0o
7. Comme z,, — 0, on a e®» ——— 1 par caractérisation séquentielle de la continuité de |'exponentielle en 0.
n—-+oo n——4oo
Et 1 #0, donce®™ ~ 1.
n—-+oo

Dol x,, = "™ = ePne™™ ~ e,



8. On a ensuite,

VYn e N\ {0,1}, x, —e " =" " —e"

carx, —— 0
~ e_nxn n—-+oo

n—rtoo et équivalent de référence

~ e e cf 7

= e M poole™™) caractérisation ~ par o

D’ou

9. Pour tout n € N\ {0, 1}, on pose S,, = > 1o Ty

(a) Ona
n+1 n
Vn € N\{O, 1}, Sn+1 - Sn == Z Tk — Zxk = Tn+1 6]0, 1[
k=2 k=2
Donc (Sy,)n>2 est croissante.
(b) D’apres 7, x, ~ ~™. Donc par définition, x,e" —+> 1. Donc, par définition des limites, Ve > 0,
n— 400 n—-+00o

dng € N, Vn > n, ]xne -1 <e.
Avec € = 1/2, on a donc Ing € N, tel que Vn > ng, |zpe™ — 1| < 1/2. Et

1 1 1
Vn > ng, |xne”—1|§§ < Vn > ng, 1—§§$ne”§§—l—1
1 _, 3 _,
<— Vn>ng, —e "<z, <-€
2 2
3
= Vn >ng, o, < 56_71.
(c) On a alors,
n
Vnzno, Snzzxk
no—1
SDIFED o
k=ng
no—1
< Z T + Z —e cf 9b
k= no
no—1
= Z T+ = Z linéarité de la somme
k =ng
no—1 _e_n_l
= _— ca 1
Z x” 1—1/e re#
ng—1 1 no

SZkar )

Donc la suite (Sy,)n>2 est majorée. Or elle est croissante, d'aprés 9a, donc (.S;,),>2 est convergente par
théoreme de la limite monotone.



Probleme 4 (Suites implicites (version moche)) :

Partie | : Etude de f,

T(x)=1-1/x.
z 0 1 400
f'(@) - 0 +
+00 +00
I
1—n
fo(x) =z —In(x) In(z) # x donc fy(x) = 0 n'a pas de solutions.

fi(x) =z —In(x) — 1. Donc f1(1) = 0.

Partie Il : Une premiére suite

3. fu(0) =400 et fr(l) =1—n < 0. fy(z) a une solution z,, dans |0, 1[.

©

Soit Vn > 2,
for1(xn) =xn —In(zy) —n—1= fplx,) —1=-1
Donc frt1(zn) < fat1(znt1). Donc x,, < x,41. Donc z,, est croissante.

Zy, est décroissante et minorée par 0. Donc x,, tend vers 0. On note £ = lim;,_, 1 . Or 0 < x, < 1. Donc
0<f<1.

{=1limy_ o0 Tpn. Or z, tend vers 0. Donc ¢ = 0.

. Zp — In(x,) —n = 0. Donc z,, — In(x,,) —— n. Donc etn=In(@n) e Doncx, ~ e ™ Orxz, — 0.

n—-+0o n—+o0 n—+4o0

Donc x,, ~ e~ ™.

. e72" = o(e™™) donc x, ~ e + e 2" + o(e2n).

(a) Sn+1— Sn = xpt1 > 0 donc (S,) est croissante.

(b) Onaz, =e ™ +e 2" +o(e?"). Or e=2" — 0. Donc, APCR, x,, = e™™ + ¢~2". Mais |'exponentielle avec
une puissance négative étant décroissante sur |0, 1] qui est un sous-ensemble de R et x,, étant définie sur
10, 1[, alors e72™ < 3/2 avec n un entier assez grand. Alors, la suite ,, sera majoré par e~ " et par 3/2, qui
sont tous les deux plus petits que 1. Donc en étant assez loin, x,, sera inférieur a %e_", qui pourra donc

étre considéré comme un majorant de x,, sur |1, +00].

(c) , > 0.Donc0 < S, < %ne‘”. ne~ " — 0. Donc, APRC 0 < 5,, < 0. Donc, par théoréeme des gendarmes,
S, — 0.

10



Probléme 5 (Dimension L(E, F)) :
Soit E, F' deux K-ev de dimension finie, n = dim(F), p = dim(F). Soit B = (e1,...,e,) une base de E, C =

.,Ep) une base de F

1. Soit A1,..., A, € K tels que >77_; Age; = 0. Donc :

Z)\e =
k=1
Vie{l,...,n}, Y Miei(ej) =0

—Vje{l,...,n}, Z)\k&w:o

—=Vje{l,...,n}, \; =0.

Donc, par définition, la famille B* = (e}, ..., e) est libre.

On ne peut pas utiliser la dimension de E* pour conclure. Ca reviendrais a utiliser la dimension de L(E, F),
qui est précisément ce qu'on veut trouver. On est donc contrait de montrer que B* est aussi une famille génératrice
de E*.

Soit f € E*. On pose g = Y1, f(er)ej € E*. Alors

n

Vie{l,...,n}, g(e;) Z (er)er(ej) = f(ey).

Donc f(B) = g(B). Or, en dimension finie, une application linéaire est entiérement déterminée par I'image d'une
base. Donc f = g. Et donc f € Vect(B*). Donc E*
subset Vect(B*). Or Vect(B*) C E*, donc E* = Vect(B*).

Finalement, B* est une famille libre et génératrice de E*. Donc B* est une base de E* (et donc aussi
dim(E*) = n).
. Soiti e {l,...,n}, j€{1,...,p}. Alors Vz € E, ef(z) € K. Donc Vz € E, €;(z)e; est bien définie. On peut

donc définir une application
* E — F

A RN e (x)e;

De plus, comme ¢ est linéaire et que le LCE de E est bilinéaire, on en déduit que ej¢; est linéaire. Donc
eje; € L(E,F).

3. Soit (a,])1<l<n des scalaires tels que " 1<i<n a;jeje; = 0. En particulier, on en déduit

<ji<p 1<j<p

Vk e {l,...,n}, Z a; jej(ex)e; =0

1<i<n
1<j<p

P
= Vke{l,...,n}, Zamej:O

= Vke{l,...,n}, ag1 = =ag, =0 car C libre
—Vke{l,...,n}, Vje{l,...,p}, ar; =0

Donc (ejej)1<i<n est libre.
1<j<p

4. Soit f € L(E,F). Alors Vi € {1,...,n}, f(e;) € F. Or C est une base de F'. Donc Vi € {1,...,n},

Jaiq,...,aip € Ktels que f(e;) = Zj 1 Gij€j. On pose alors g = Z1<z<n a; je;€;.

1<5<
Alors

Vk e {1,...,n}, gleg) = Z a; je; (ex)e;

1<i<n
1<j<p
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Donc g(B) = f(B). Or une application linéaire, en dimension finie, est entiérement déterminée par I'image d'une
base. Donc f = g. Et donc (efej)1<i<n engendre L(E, F).
1<j<p

5. D'apres les deux derniéres questions, on vient donc de montrer que (efc;)1<i<n est une base de L(E, F'). D'ou,
1<5<p

par définition de la dimension,
dim(L(E, F)) = np = dim(FE) dim(F).

12



