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Compétences attendues :

Notion de repére orthonormé direct

Notion de repeére lié a un solide

Paramétrer un mouvement de rotation ou de translation

Lien entre la cinématique et certaines fonctions de la chalne d’énergie

Connaitre les liaisons normalisées (nom, degré de liberté, représentation graphique 2D et 3D)
Lire un schéma cinématique (Classes d’équivalences cinématique (CEC), axes, points particuliers, liaisons normalisées) :
la construction des schémas sera faite en Cycle 3 : Consolidation-Expérimentation

Construire un graphe de liaison

Construire une figure de projection d'une base par rapport a une autre base

Changer de bases les coordonnées d'un vecteur

Maitriser les produits scalaire et vectoriel

1 BUT DU COURS DE CINEMATIQUE (C7 A C9)

Maitriser les modélisations et les démarches permettant d’obtenir la loi d’entrée-sortie (Loi E/S) d’'une
chaine de solides reliant, classiquement, l'actionneur (mvt d’entrée) a l'effecteur (mvt de sortie).

2 EXEMPLES ET PROCEDURES

Structure de la chaine cinématique avec son actionneur (Moteur électrique)

Cette chaine cinématique fait partie du robot (Cooksee voir DS1) = =
fabriquant des pizzas. Le plateau porte-dosette (6) déplace les = , o~ ! -
dosettes (selon le choix du client) de la zone de réfrigération - — 4
(froide) vers la zone de préparation et de cuisson (chaude). P - . '

Dans ce cas, la relation cinématique entre le mouvement de sortie
(translation du chariot 4/0) et le mouvement d’entrée (rotation
du moteur 7/0) est simple. On a v4,9(t) = K, 4q. Kpc. @70 (0).
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Détermination des lois de commande des moteurs M1 et M2 pour que le point | (extrémité
du bras du robot) suive une trajectoire imposée,
y;=0
{0, 95 < x; < 2,09 (croissant)
mesures en metre).

} pour 0 < t <1 s (Lepoint A estl'origine des

Apreés calcul, on trouve les vitesses de rotation & (moteur M1) et § (moteur M2) pour
X; connue (parabolique).

(D Structure réelle

(2) Schéma cinématique minimal (modéle) ou graphe de liaisons (§5)

Seuls les solides principaux apparaissent
dans le schéma cinématique. Ce sont les
classes d’équivalences cinématique (CEC)
qui regroupent pour chaque solide principal,
les composants (vis, palier, ...) qui y sont
fixés.

(4) Démarches et résultats des calculs
w nmande en vitessa des moteurs M1 at M2 en
fonction du temps pour obtenir |a trajectoire rectiligne

uhaitée {alpha' parabolique)

Remarque 1 : les figures planes définissent les parameétres

des mouvement (6(t), B(t),A(t), ...)

Remarque 2 : La cinématique est a associer avec la fonction

ADAPTER-TRANSMETTRE de la chaine fonctionnelle.

Remarque 3 : Le choix de la chalne cinématique et de ses actionneurs est réalisé lors de la conception des
systémes. On doit évaluer les actions mécaniques (abordées en C2 (PFD) mais formalisées rigoureusement
en C13) nécessaires pour mettre en mouvement la structure.

Remarque 4 : Etapes de conception :
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3 SCHEMA CINEMATIQUE ET PARAMETRAGE DES MOUVEMENTS

L’outil de communication normalisé est le schéma cinématique minimal. Il fait apparaitre des liaisons
mécaniques normalisées entre les CEC constitutifs du mécanisme qui renseignent sur les mobilités (ou
degré de liberté) possibles entre ces CEC. Chaque CEC est numéroté et des repéres permettent de définir
rigoureusement les axes des mouvements. Par ailleurs, il est accompagné de figures géométriques
planes pour préciser les paramétres de mouvement (angle ou longueur).

Deux solides sans lien entre eux possedent 6 mouvements indépendants possibles (3 translations et 3
rotations selon les axes d'un espace 3D) tel I'avion en vol par rapport a la terre.

On parle de degré de liberté (DDL).
S’il y a une liaison, les degrés de liberté sont moindres :

e pour la liaison pivot de 2/4 d’axe (B, Z) il n'y a que 1 degré de liberté, 1a rotation de 2/4 selon (B, 2)
qui est paramétrée parla position angulaire 6,,,. Mais nous utiliserons aussi les parametres de

vitesse w, /4, = 0,4 en particulier dans le torseur cinématique ;

e pour la liaison glissiére de 4/0 de direction X il n’y a que 1 degré de liberté, la translation de 4/0
selon ¥ qui est paramétrée par la position linéaire x,/o. Mais nous utiliserons aussi les parametres
de vitesse v, = X4/ en particulier dans le torseur cinématique.

.I;_:
|“- ‘:,'_:
Un repére est I'association d’'un point origine des longueurs dans I'espace et d’'une A ey
base orthonormée directe indiquant les directions de 'espace (2D ou 3D). .
(3
A )

3.3.1 Définition d’une base orthonormée directe (b.o.n.d)

Une base est une combinaison de deux ou trois vecteurs linéairement indépendants respectivement pour
les représentations planes ou de I'espace (définition simplifiée d’'une base d'un espace vectoriel). On la
notera par exemple : B = (e, ey, e, )

Une base est dite :

e Orthogonalesi:e; Le, L e, Le,

e Norméesi: [[&;]| = [l |l = Ilg;lI=1

e Orthonormée si elle est orthogonale et normée

» Directe sile triedre (ey, ey, e, ) est direct (voir détails ci-dessous)
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Pour savoir si (l_f, 17, VT/) est direct, il existe plusieurs méthodes :

e Sile 1ervecteur pointe vers nous, les deux autres vecteurs dans I'ordre sont dans le sens direct
On peut utiliser la regle du triédre direct avec la main droite (aussi appelée de la vis ou du tire-
bouchon) : si on représente respectivement U, VetW par le pouce, I'index et le majeur de la main
droite tels que représenté sur la figure ci-dessous, alors le triedre est direct.

0 (©O,@,3)=uV,w)
' (w,u,Vv)
“© 5 vV, w,U)
Exemples : (17, v, W) est-il direct ou non ?
cond T g w
’ A
U v v v
w w w U

Sens direct Sens indirect

3.3.2 Mouvements relatifs entre deux reperes

Soient deux solides en
mouvements, on  ne -
pourra définir que 6
degrés de liberté au
maximum entre leurs
reperes associés. Ces 6
fonctions servent a .
positionner le repere R;

par rapport au repere R;

Sens direct Sens indirect

ou degré de liberté (ddl)

1

3 degrés de liberté en translation nécessitant 3
parametres pour positionner un
point du repere R; par rapport a un point du repere R;:

0,0, = xj,;(t). X; + yj,i(0).¥; + 2j,(t). Z;

On utilisera fréquemment un vecteur composé de points
fixes respectivement de R; et de R;.

Remarque : on définira le vecteur vitesse de déplacement
d’'un point A € R; par rapportaR;:

VAE /D) =Vyji(©).X + Vyi(®). yi + Vyj/i(8). Z;

3 degrés de liberté en rotation nécessitant 3
parametres pour positionner
la base B; par rapport a la base B; :

0,;/i(t) rotation selon X; de B; par rapport B;
0,,,i(t) rotation selon y; de B; par rapport B;
0,j,i(t) rotation selon Z; de B; par rapport B;

Remarque : on définira le vecteur vitesse de rotation
de la base B; par rapport a la base B; :

Q)71 = Wy ji(). X + Wyjyi(8). Y + wzji(t). Z;
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3.3.3 Composantes d’un vecteur
Dans la base B = (X,y,Z), de l'espace, il existe 3 réels x, y et z, appelées composantes du
vecteur V, tels que I'on puisse écrire de fagon unique :

¥ V=x.X+y.y+2z2Z — notation en ligne
x
= |y — notation en colonne (indiquer la base)
Blz

Attention 2 ne pas confondre x et % : x est la composante du vecteur V suivant la direction %.

¢ | Ces coordonnées sont souvent des fonctions du temps (x(t);...) que nous aurons a dériver.
Aussi, la base pertinente pour exprimer les composantes d'un vecteur est celle qui minimise la
quantité de calculs.

4 LIAISONS NORMALISEES D'UN SOLIDE REPERE PAR R; EN LIAISON AVEC UN
AUTRE SOLIDE REPERE PAR R;

Pour modéliser les mouvements entre deux solides, il faut deux vecteurs, regroupés dans un torseur.
Voir le tableau en Annexe qui est a connaitre par cceur.

= - - - Wyini Vi
. Qjji = Wxjyi- Xy + Wyjin Vi + Wz 2 ol me
vi/mt= —~r—— R . (= @vine Vi
V(A €]/ = Vi Xi + Vyjji Vi + Vyjyi 24 Woiri Voiri

A zj/i zj/i B

Remarque : entre deux points d’'un repére, la relation de Varignon (démontrée en C7) :

V(BEj/i)= V(A€j/i) + BANQj,;

Pour faire ce calcul, nous aurons besoin d’exprimer un vecteur dans une base quelconque et de faire des
produits scalaires et vectoriels.

La réalisation des figures de projection (ou figures géométrales) est une étape préalable indispensable a
toute étude de mécanique du solide. Elles font apparaitre les parametres de mouvements entre les
différentes bases associées aux différents solides d'un mécanisme (on parle de paramétrage du
mécanisme).

1. Pour éviter toute erreur de calcul, nous réaliserons des figures planes avec un angle positif et petit
(autour de +15° par exemple). Pour réaliser ces figures planes, nous commencerons toujours par
tracer le vecteur commun aux 2 bases sortant de la feuille, puis nous placerons les autres vecteurs
de facon a obtenir des triedres directs.

2. Les textes des énoncés nous donnent des informations. Mais nous ne tiendrons JAMAIS COMPTE :

e duschéma réalisé dans une position particuliere...
e delavaleur algébrique des angles (120°, -36°, 85°...).

oui

-~
Yo

Figure : a gauche la représentation a adopter. Les deux autres sont équivalentes mais nécessitent plus de précautions lors des
projections, a éviter donc.
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Nous nous retrouverons donc toujours avec une figure de projection de cet aspect (voir ci-dessus),

dans laquelle 4 projections sont a connaitre :
— . =
X, —sina.y;

—
X, cosa.x, +sina.y, Xp = cosa.
—_— . — _ —_— _ . _,+ SN
y1 = —sina.xy+cosa.y, Yo = slha.x;+cosa.y;

Nous pouvons vérifier facilement que nos projections fonctionnent pour toutes les valeurs algébriques de
a. Prenons par exemple les cas particuliers ou o = 0°,90°,180° et —90°.
Pour tracer une figure plane, trois étapes :
1. Tracer le vecteur invariant perpendiculairement et sortant de la feuille
2. Tracer les deux autres vecteurs de la premiéere base pour que le triedre soit direct
3. Tracer la seconde base avec I'angle de rotation (positif et d’environ 15°)

Application : CookSee

On donne les liaisons suivantes,
e Liaison pivot de 7/0 d’axe (4’,y,) de parameétre 8,, = (x4, X7)
e Liaison pivot de 6/5 d’axe (0’',y:) de paramétre 6,5 = (Z, z¢)
e Liaison pivot de 2/5 d’axe (B’,z,) de paramétre 6, = (y=,V5)

Donner les figures de projections ou figures planes de ces trois rotations.

x7 — X _ ¥z —
Xo X5 ¥ Ys
97 (2] V]
070 z; 6 B6s 7 2 025 %
Z; Zs X5
Yo =¥7 ¥s=Ye 75=7;
Calculer les projections qui suivent :
X, dans B, X, dans B, y, dans By

Xo = c0s(870) . X7 + sin(8y,) .27

X7 = c0s(870) . Xg — sin(87,) - Zo

E = cos(6s) % — sin(6,s) x_5)

X, dans By

Z. dans B,

Y2 = cos(8z5) . 5 — sin(f,5) . X5

Y2 = €05(0;5) . Y6 — sin(f;s) . [cos(86s) - X + sin(Bs) - Zg)

Zg = c08(0gs) . Z5 + sin(Bgs) . X5

Zg = c05(0s) - 7z + sin(Bgs) - [cos(B5) . X7 — sin(6y5) . V7]

Finalement, Finalement,
Y2 = —sin(8;5) . cos(86s) . X¢ ¥z = sin(8es) . cos(6s) . X;
+ cos(0;5) . Ve —sin(fgs) . sin(f,5) .y,
- Sln(925) . Sln(965) 'Z—6> + COS(965) Z_Z)
Méthode e Soitles bases B; et B; sontliées — projection directe
@ e Soit les bases B; et B; sont séparées — utiliser une base intermédiaire B, liée aux bases
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5 GRAPHE DES LIAISONS

Une maniére plus simple, mais plus abstraite que le schéma
cinématique, de représenter la cinématique d’'un mécanisme est

le graphe des liaisons.

Les solides sont représentés par des cercles numérotés et les
liaisons par des arcs reliant les solides présentant une ou ¥~
plusieurs liaisons mécaniques entre eux. C'est un outil tres utile B

qu'’il faut précisément renseigner.
Application : Mécanisme de barriére

Pivot d’axe

(C. ¥o)

Rotule de
centre B

Pivot d’axe

(C, %) Pivot d’axe

(Cr ZO)

Pivot glissant @

d’axe (B, X,)

A

On voit qu'un petit nombre
d’informations géométriques
peut étre suffisant pour definir
des liaisons.

6 AUTRES OPERATIONS SUR LES VECTEURS (SCALAIRE, VECTORIEL ET MIXTE)

Soient deux vecteurs /T et § :

A=x, 24+ y.Y+2,.72 et

§ =x3.f+y3.5/)+23.2

N —
g RN
|4
V - A + B - (xA + xB).J_C’ + (yA +yB).5/) + (ZA +ZB).2
Le résultat du produit scalaire de 2 vecteurs | Le résultat du produit vectoriel, noté A, de
A et B est un scalaire tel que : 2 vecteurs A et B estun vecteur V = 4,B :
A.B = ||A]|.||B]|- cos(4, B) 1. De direction perpendiculaire au plan
Définition | Ce nombre peut étre positif ou négatif. ( A §)
2. Denorme ||I7|| = ||AT|| ||§|| |sin(ff, §)|
3. Tel que le triedre (/T, B, 17) soit direct
(définit le sens de 7)
Remarque soit A=0 soit A=0
AB=0= {soit B=0 A\B=0 = {soit B=0
soitcos(/f, §) =0=AL1B soitsin(ﬁ, §) =0= A)//_B?
Propriétés AB=B.A ANB=-BAA
A(B+C)=AB+AC AN(B+C)=AAB+4ANC
Autre Si A et B sont dans la méme base, alors : Double produit vectoriel (formule de
AB=x,.x5+Y,.Y5 + 2425 Gibbs)i L
AL(BAC) = B\(A.C) — CA(A.B)
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En pratique pour les calculs vectoriels, on se raménera toujours a des calculs entre des vecteurs de bases.

Pour déterminer un produit scalaire ou un produit vectoriel, 3 cas sont envisageables :

calculs entre des
vecteurs de base

Exemples pour le
produit scalaire

Exemples pour le produit vectoriel

lier cas:les deux
vecteurs sont exprimés
dans la méme base

Ny S RUNG R R
Ny <Ly Ry RNy <y
Il
SN = =)

L’ordre des vecteurs dans une base directe est :
X,V,2,%,9,2,%, ...

Sens direct : Sens indirect :

> o - > o> -

Xp\Y = Z Y\ X = —Z

> - - > o> -

YpZ =X Zp\y = —X

> =2 = 2 -

A=Y Xp\Z =Y
- -

2ieme cas : les 2 vecteurs
sont définis dans la
méme figure plane :

77 e

Xo- X1 = Xq1.Xg = COSQ
Yo-V1 =Y¥1:Yo =

Xo-Y1 = COS (%-I_ a)

= —sina
—_ — T
Vo- X1 = COS (E—a)
= 4+sina

_ — — .
Xop X1 = +zg .slna =
—— ——
vecteur sinde
directeur 1'angle
Yo Y1 = +z;, .sina =
Yo Y1 = 9 -3 =
vecteur sinde
directeur 1'angle
X1 Xg = Z, .sina =
1p%0 = 9 -3 =
vecteur sinde
directeur 1'angle
Xo, 1= 2z .sm(z +a) =cos(a) .z,
vecteur _
directeur sinde
l'angle
Yo X1 = —2, .sin(z—a)=—cos(a) .z,
vecteur ~—m——=———
directeur sinde
l'angle

3ieme cas : les vecteurs ne

sont:

e niexprimés dans la
méme base

e ni définis dans la
méme figure plane

Il est nécessaire de projeter I'un des 2 vecteurs pour se rapporter a un des 2

cas précédents.

NB : c’est la SEULE et UNIQUE situation ou il est nécessaire d’effectuer

des projections

Définition : le produit mixte des 3 vecteurs ff, B et C est un scalaire noté (/T, §, 5), tel que :
(4,B,C) = 4.(B,0)

Propriétés:

e permutation non circulaire de 2 vecteurs = changement de signe : (/T, B, 5)

e permutation circulaire de 2 vecteurs = pas de changement : (/T, §, 5) = (ﬁ, 5, A)) = (5, fT, §)
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