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Compétences principales attendues :

Connaitre le critére de stabilité par la FTBF et sa représentation dans le plan complexe ;
Savoir ce qu’est I'équation caractéristique et le point critique ;

Savoir la définition de la marge de phase et de la marge de gain (FTBO) ;

Connaitre le critére de stabilité par la FTBO (critére du revers pour les diagrammes de Bode).

On évalue les performances d’un systeme asservi, modélisé en SLCI, a partir de 4 exigences principales qui
sont la stabilité, la précision, la rapidité et 'amortissement. La stabilité est une notion générale non
spécifique des systémes asservis mais elle prend cependant une grande importance dans le cas de ces
systémes car on souhaite toujours qu’un systéme asservi soit stable. La stabilité est donc le critere que 1'on
regarde en premier et il est inutile d’analyser les autres criteres si le systéme n’est pas stable.
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1. DEFINITIONS ET EXPLICATION DU PHENOMENE

On dit qu’'un systeme est stable si, écarté de sa position par une m mm

cause extérieure, il revient vers cette position lorsque la cause  Systéme instable Systéme stable
disparait.

~ | Un systéme est stable si a une entrée
“/ | bornée correspond une sortie bornée. e(t S(t
P 0 e R I
4 e(t) = u(t) s(t)
e(t) s(t) 0 : =% , ;
SLC] ) S{t1) avee T
4 e(t) = u(t) S(+x)
A
- e(t)
s(t)
—_’
0 = 0 t

2. CONDITION DE STABILITE A PARTIR DE L’ANALYSE DE LA FTBF

Le calcul de la fonction de transfert boucle fermée d’'un systeme asservi permet de passer d’'un modele
bouclé a un modeéle équivalent non bouclé de fonction de transfert H(p).

ip/, £, A(p) Sp)= simplification E(p) A(p) 5@3
§ = — | T A )
B(p)

A

Dans ce cas la fonction de transfert s’écrit :

S®) _N®) _ N(p)
E(p) D) @-pr)-@—p2)..@—p)..(p—pn)

FTBF(p) = H(p) =

Avec:

e N(p):numérateur de H(p) ;
e D(p):dénominateur de H(p) avec ses poles p; (n:ordre de H(p)).

Si I'on sollicite ce systeme avec une impulsion de Dirac en entrée (E(p) = 1), la sortie S(p) a la méme
expression que H(p) dans le domaine de Laplace.

Ce qui donne apreés décomposition en éléments simples :
A A A
1 + 2 4"
(—p) (@-p2) (r = pa)
La transformation inverse permet ensuite d’obtenir la réponse temporelle qui a donc pour expression :
s(t) = (Ag.ePrt+ Ay eP2t 4+ oo+ A, ePrt).u(t)

Pour que la sortie soit bornée, les exponentielles doivent toutes étre décroissantes, ce qui donne 2 cas :

S(p) =
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e Siles poles sont tous réels : s(t) ne tends vers 0 que si les p; sont tous négatifs ;

e S'ilyades poles complexes conjugués deux a deuxp; = a + jwetp, = a — jw, alors :

s(t) = (Ay.e@HOE 4 4, @ J0M) 4 (1) = p. et cos (wt + @). Ainsi, s(t) tends vers 0 sia < 0.

La FTBF pouvant aussi se mettre sous la forme privilégiant I'écriture en poles, il est par conséquent
possible de déterminer la stabilité d’'un systeme asservi a I'aide de la condition fondamentale qui

s’énonce :
Un systéme asservi est stable si sa FTBF possede :
3 I"I
e des poles réels tous négatifs,
e des pdles complexes ayant leur partie réelle négative.
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L’amortissement de la réponse crait

Allure de la réponse a I'impulsion de Dirac suivant les poles de la FTBF d'un systeme :

Cependant, vérifier la stabilité par détermination du signe de la partie réelle des pdles de la FTBF n’est pas
une méthode tres usitée car il faut déterminer tous les poles de la FTBF. On lui préfere la démarche qui

suit.

3. CONDITION DE STABILITE A PARTIR DE CRITERES GRAPHIQUES SUR LA FTBO
(CRITERE DU REVERS)

Dans la pratique, I'étude de la stabilité des systemes bouclés se fait plutot graphiquement dans le domaine
fréquentiel a partir de la FTBO.
Le fait que les critéres soient fréquentiels ne doit pas conduire a penser que l'instabilité ne peut

ﬁ l se produire que si l'entrée est sinusoidale. En effet, tout signal d’entrée (un échelon par
exemple) peut étre décomposé en série de Fourier et donc étre considéré comme une somme de

signaux sinusoidaux couvrant un large spectre de pulsations.
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E, £(p))

M

Soit 'asservissement classique ci-contre.

D(p)
OnaH(p)= W’)’R(m et D(p).R(p) = FTBO(p).

Le systeme sera stable si 1 + FTBO(p) n’est jamais nulle.

On montre qu’il faut plus largement que 1+ FTBO(p) reste strictement
positif lorsque p varie.

Autrement dit, dans le plan complexe, pour un point p quelconque, Il faut FTBO(p) > —1. La fonction
FTBO(p) ne doit donc pas passer par la demi-droite | —o0; —1] du plan complexe.

On appelle équation caractéristique d'un systeme bouclé

@ ci-contre l'expression 1+ FTBO(p) = 0. Le systéme est E(p &(p) 4 S(p).
en limite de stabilité si FTBO(p) = — 1. On appelle point ®) -
critique le point du plan complexe d'affixe z=-1
(module 1 et argument —180°). Bp) |+

On constate que I'étude du dénominateur des FTBF revient
en fait a analyser la FTBO par rapport au point critique.

Un systéme asservi, stable en boucle ouverte, est asymptotiquement stable en boucle fermée si :

ala pulsation w = w1g telle que Ou alors a la pulsation w = w,, telle que :
) arg (FTBO(jwy1g0) ) = —180°, 20.10g|FTBO (jw,,)| = 0dB,
ona:20.log|FTBO(jw,ig0)| < 0dB ona: arg(FTBO (jw,)) > —180°
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En pratique, il est nécessaire de faire fonctionner un systeme suffisamment loin de son point d’instabilité,

ceci pour plusieurs raisons :

e Jlors de la conception d'un systeme, de nombreuses hypothéses sont prises et les modeéles de
fonctions de transfert sont imprécis (non prise en compte des phénomeénes non-linéaires, retards,

o)

e Jlors de l'utilisation du systéme, les composants électroniques (résistances, amplificateurs, ...) ont
des caractéristiques qui évoluent avec le temps (température, vieillissement...).

Il est donc nécessaire de prévoir des « marges » vis a vis du probléme d’instabilité qui « garantissent » que

le point critique ne sera jamais atteint.

Marge de phase

M, = 180° + arg(FTBO (jw,))

ol w,, est la pulsation de coupure pour
laquelle |[FTBO (jw,,)| = 0dB.

On cherche généralement a obtenir une marge de
phase de 45° (valeur empirique) qui garantit un
fonctionnement correct de la plupart des systémes.

Marge de gain

La marge de gain est définie telle que :
Mg = —2010g |FTBO (jwgp1so)|

0U wy1go est la pulsation pour laquelle

arg (FTBO (jwp1s0)) = —180°.

La marge de gain est une garantie que le systeme
restera stable malgré une variation imprévue du
gain ou une imprécision sur sa valeur. Une marge
de gain de 6 dB permet une latitude d'un facteur 2
sur le gain en boucle ouverte. La valeur retenue est
généralement comprise entre 6 et 10 dB.

Illustrations des marges de gain et de phase dans
La marge de phase est définie telle que: le plan de Bode (a retenir)
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Typiquement, on vous fera étudier le comportement de la FTBO;4y, corrigee (cOrrecteur C(p) = 1) afin de
déterminer la correction a apporter a la phase et au gain pour respecter les exigences du cahier des

charges (req).

Ensuite, on proposera un correcteur, on écrira alors la FTBOyyyigs¢, dont il faudra calculer les constantes

pour assurer les marges de stabilité.

Dans le cas de systémes multi-variables, on Ez(p )
superpose deux modes : Ei(p) A(p) B(p) S(pz
e un 1°¢ mode pour lequel I'entrée E,(p) est
considérée comme nulle ;
e un 2™ mode pour lequel I'entrée E;(p) est Clp) |«
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considérée comme nulle.

Classiquement, E, (p) est la consigne et E, (p) est la perturbation.

Entrée E,(p) =0

Eup A b By EX Lo S| A®B®)
PR, 1T AR ER)-LE)
FTBO(p)
< H,(p) est la fonction de transfert en poursuite

Cp)

Entrée E,;(p) =0

Ex(p)
A) B(p)

—B(p)

S(p) _
1+ A(p).B(p).C(p)

E>(p)

S[pz Hy(p)=

E1(p)=0

H,(p)est la fonction de transfert en régulation.

A

C(p)

La superposition permet d’obtenir la fonction de transfert boucle fermée du systéme :

A(p).B(p) B(p)

1+ 40).80).c P " T3 4G).8().c)

S(p) = E>(p)

On constate alors que I’équation caractéristique de la FTBF, est la méme pour la fonction de transfert en
poursuite S(p)/E;(p) et la fonction de transfert en régulation S(p)/E,(p). Les poles des deux fonctions de
transfert sont par conséquent les mémes. L’étude de stabilité du systéme comprenant les perturbations est
donc la méme que celle du systeme sans perturbation.

( Conclusion: Pour étudier la stabilité dun Gy (dB)
Z/ systeme multi variables, il suffit de ne regarder 4 i

que la stabilité de la fonction de transfert en : Do m(:a "
poursuite S(p)/E,(p).
4. CAUSES D’INSTABILITE

@)
A
La fonction de transfert s'écrit : H(p) = e TP soit 0° D m(:ld/s)
H(jw) = e"7* pour la réponse harmonique. Le module est “\
constant et égala 1 (G5 = 0 dB). 1 ordre
L’argument est une fonction linéaire de w : 5 | W R \
¢ = arg(H(jw)) = —Tw % 1 ordre avec
* | retard pur
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e—Tjw
1+Tjw

Exemple (ci-contre) : H(jjw) =
Il s’agit d’'un retard pur associé a un systéme du ler ordre. Seule la courbe de phase du systeme est affectée

par le retard pur.

La présence d'un retard pur (il y en a dans tous les systemes) dans la FTBO pourra entrainer 'instabilité
du systéme en BF.

S
~ ~ K‘ 1
B
Pour les systémes d’ordre supérieur a 2, 'augmentation du gain S~ TN pay
. N . . 1ra 2 raa/s,
en boucle ouverte Kz, peut conduire a un risque d’instabilité S i
. . N
(voir ci-contre). NOTRON
N N
Diminuer le gain de la boucle ouverte est ainsi un moyen simple NG
pour augmenter les marges de stabilité. N
0 () w(rad/s)
—
N
N
-180° Sq
~
~.---n

La présence d’intégrateur(s) dans la FTBO apporte un déphasage de —90°, ce qui rapproche le lieu de
transfert du point critique, donc tend a déstabiliser le systéme.

5. EXERCICES D’ASSIMILATION

Exercice 1 : Stabilité a partir de s(t)

On donne ci-dessous des réponses a I'impulsion de Dirac de plusieurs systemes.

5(t) T s(t)

Vs

Pour chaque cas déterminer si la réponse est celle d'un systeme stable, instable ou marginalement stable.

Exercice 2 : Stabilité a partir des poles de la FTBF

On donne ci-dessous les poles des FTBF de plusieurs systemes.

Systeme 1:-1;-2;2 Systeme 3 : -2+j, -2-j, 2j,-2j Systeme 5:-j,j,-1,1
Systeme 2:-3,-2,0 Systeme 4 : -2+3j, -2-3j,-2 Systéme 6: -1, +1

Pour chaque cas déterminer si le systéme est stable, instable ou marginalement stable.
Exercice 3 : Stabilité par modification du gain de la FTBO

On donne ci-dessous les FTBO de 2 systemes asservis.
1. Tracer leurs diagrammes de Bode pour K = 1.
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2. Déterminer K pour que les systemes soient stable.

K F180,(py = KL+ 10.9)
p.(p+3).(p+4) 2P “p.(p+1).(p+100)

FTBO,(p) =
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