Lycée Gustave Monod MPSI

Corrigé du TD OPP1 : Analyse dimensionnelle

EX 1 — Dimensions de grandeurs physiques dérivées

1.

2.

3.

k / 2
f = kaa epodr

5 —. Déterminons les dimensions des grandeurs f, r? et g (donc de ¢’ par le méme occasion) :
r qq

— D’aprés la deuxiéme loi de NEWTON, f = ma donc [f] =M - L-T~2.

d
— Par définition de l'intensité du courant électrique, i = d—? d'ou I = % <q=1-T.
— r est une distance donc [rz] = L2

Finalement,

[k]:%@‘[k]:M~L3~T*4-A*1‘

PV
L’équation des gaz parfaits s’écrit : PV =nRT < R = T Déterminons les dimensions de P, V, net T :
n

[F]

M-L.T2
Bz B

& [P =0

— Une pression désigne une force par unité de surface d’ou [P] s [Pl=M- L' T2
— V est un volume d’ou [V] = L3,

— n est une quantité de matiére d’on [n] = N.

— T est une température d’ou [T] = 6.

Finalement,

M-L7t.T772. 3
N-©
L’argument d’une exponentielle est un terme adimensionné (=sans dimension).

M-L-
D’ou [mgz] = [kgT] < [kg] = T[g]
Finalement :

[R] = s|[Rl=M-L*.T?.67!

. Or le champ de pesanteur g est homogéne a une accélération : [g] = L - T2

M-L-L-T72

[kp] = 5

&|lkp)=M-I? - T

EX 2 — Homogénéité de formules

R 1.

Dans l'expression v(t) = At® — Bt, les termes At® et Bt se doivent d’avoir la méme dimension puisqu’ils sont
additionnés : ils ont donc la méme dimension qu’une vitesse puisque tous les termes d’une égalité ont la méme

dimension physique. D’ot, en passant a I’équation aux dimensions il vient :

A T°=L- T ' |[A=L-T*
B]-T=L-T'<|[B=L-T?

Dans le cas n°1, 2(t) = vt®. D’une part [z(t)] = L, d’autre part [vt?] = L- T~ - T? & [vt’] = L- T # [2(t)].
La relation n’est pas homogéne.

1
Dans le cas n°2, z(t) = vot + §at2. D’une part [vgt] = L- T~ T < [vgt] = L.
1 1
D’autre part [2at2] =L.T2%2.7T?= Latz} = L.

La relation est homogéne.

NB : Dans tous les exercices & venir, nous noterons K le pré-facteur multiplicatif lorsque nous déterminerons des expressions

littérales de gradeurs physiques grace a de ’analyse dimensionnelle.
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OPP1 : Analyse dimensionnelle (TD) Lycée Gustave Monod - MPSI

EX 3 — Déterminer des expressions littérales de lois physiques grace a I'analyse dimensionnelle

R 1. Supposons que ¢ soit une fonction de p et x : ¢ = f(p, x). Déterminons les dimensions de ces deux grandeurs :

— =7 e k=m-17
— X]=[P et [Pl=M-L -T2 (cf. exercice 1) d’ou [x] = M - L™ - T

La dimension de la célérité c de I’onde est donc liée aux dimensions des grandeurs p et x par ’équation aux dimensions

suivantes :

SL-T = (ML) (ML 772"
o L T—l _ Moz—ﬁ . L—30¢+,3 . T—Qﬁ

a—f=
<4 -3a+p=
28 =—
1
a=—=
2
Ry
1
P="3
1

1
Tole=K ——|

N

R 2. Supposons que f, soit une fonction de L, T' et p : ¢ = f(L, T, u). Déterminons les dimensions de ces trois grandeurs :

Dot ¢ = K~p*%X

— [L] = L.
— [T]=M-L-T72 (T est une force).
— pu=M- L.

La dimension de la fréquence propre du mode n est donc liée aux dimensions des grandeurs L, T" et p par I’équation
aux dimensions suivantes :

[fa] = [L]* - [T1° - (]
ol a et B et v sont des exposants & trouver.
[fal = (L)% [T)7 - ]

et =1 (M-L- T2 (ML)
o T-1 = pB+Y . [atB—y 28

B+y=0
—28=-1
=—-1

1

< 525
1

=7
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OPP1 : Analyse dimensionnelle (TD) Lycée Gustave Monod - MPSI

1T
Dot fo=Kp L 'T2p 2 & | f, =K, —/—|
L\ p
R 3. Supposons que v soit une fonction de My, R et G : f = f(Mr,R,G). Déterminons les dimensions de ces trois
grandeurs :
— [M7] =M.
— [R] = L.
— La force d’interaction gravitationnelle régnant entre deux corps de masses m 4, et mp séparés d’une distance
2
mam
d a pour norme F = “%23 &g = d’ou en passant a l’équation aux dimensions il vient : [G] =
d MaAmp
M-L-T72.L2

e s [G =M1 1% T2
La dimension de la fréquence propre de la vitesse v est donc liée aux dimensions des grandeurs My, R et G par

I’équation aux dimensions suivantes :

ol « et 8 et v sont des exposants a trouver.

[v] = [Mr]* - [R)? - [G]
LT =ML (M~ L3 1772)
s LT V=M. [P .=

a—v=0
S B8+3y=-1
—2v=-1
1
a= =
2
1
& 6:—5
1
’Y:i

s M
Doww =K M2R7¥¢} & UZK.,/QRT :

R 4. Supposons que F soit une fonction de p, Aet v : f = f(p, A 0).
NB : Le coefficient C' étant adimensionné, nous le mettrons en pré-facteur, a linstar du pré-facteur K. D’apreés

I’équation aux dimensions, il vient :

[F] = [p]* - [A)° - o]
eM-L-T2=(M-L7)* (1?7 (L. 177)
S M-L-T2=M*. 732ty =

a=1
=3 -3a+26+7=1
—y =2
a=1
& =1
=2

Dou F =K -CptA'v? & |F = K - pC Av? ‘
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OPP1 : Analyse dimensionnelle (TD) Lycée Gustave Monod - MPSI

EX 4 — Hauteur maximale d'une montagne sur une planéte

R 1. Supposons que H soit une fonction de g, Ly et p = H = f(g, Ly, p). Déterminons les dimensions de ces grandeurs :

— |[g] = L-T72| (cf. exercice 1).

1
— [Lf] = [E]-M ™" et [E] = M-L?- T~ (se servir de I'expression de I'énergie cinétique par exemple £ = E, = §mv2)

dot [Ly] =M -L* T2 M < |[Lf]=L*-T?|

— |[p] = M - L73 | (cf. exercice 3).

R 2. D’aprés I’équation aux dimensions, il vient :

[H] = [g)* - [Lg)" - [p)
L= (LT (1277 (L)
s L=M7. [atT28=3y  p—2a-28

7=0
<ya+28-3y=1
—2a—-28=0
a=-—1
7=0
) —17r1 0 Ly
Doun H=K -Cg L;yg < H=K -—|
g

R 3. K est une constante indépendante des grandeurs physiques. Ly est identique sur Terre et sur Mars (d’aprés les
hypothéses de I’énoncé). Donc KLy = Hg est une constante. D’ou :

JTerre
HTerrc 9Terre = HMarS IMars < HMars = g HTcrre
Mars

A.N : Sur Terre, le mont Everest Hrerre = 8,8 km donc Hyrars = 23 km, ce qui est cohérent avec la hauteur du Mont

Olympus sur Mars.

EX 5 — Energie dégagée par I'explosion nucléaire Trinity

Déterminons l’expression du rayon R(t) a l'instant ¢ de lexplosion en fonction de I’énergie dégagée par 'explosion E, le

temps ¢ et la masse volumique de l'air p. On suppose donc que E = f(R(t), t, p). D’aprés I’équation aux dimensions, il vient :

[R(t)] = [E]* - [t)” - [o]"
sL=M-L1*173".17° (M- L7?)
o [ = Moty .L2a73’y _Tf2o¢+ﬂ

a+v=0
< 2a—-3y=1
—2a+5=0
1
az—v@azg 1
= —5721@7:—5
—2a+ﬂ:0@[3:§
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OPP1 : Analyse dimensionnelle (TD)

Lycée Gustave Monod - MPSI

Et?
D’ou, en prenant K =1, R(t) = E%t%p_é o (

Sur la photo, on mesure a Uinstant ¢ = 0,025 s un rayon R(t) =

2,1 cm (feuille).

Or léchelle est : 1,65 cm (feuille) <» 100 m (réalité) d’ou R(f) ~ 130 m (réalité) & I'instant ¢t = 0,025 s. Donc 'expression de

- ()’

AN : A Vinstant t = 0,025 s, E = 5,9 x 10'® J. Or 1 kg de TNT correspond & un dégagement d’une énergie de 4 x 10° J.
D’ou aprés conversion F ~ 15 tonnes de TNT ce qui est cohérent avec les chiffres de la CTA (les incertitudes résident dans

I’énergie est :

Papproximation K = 1 et la mesure du rayon R(t)).

FE =

pR(t)°
t2
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