Théme n°2 : électrocinétique Lycée Gustave Monod - MPSI

Chapitre E4 : Circuits linéaires du second ordre (partie 2)
L)
Oscillateurs électriques amortis

Plan du cours

I. Circuit RLC série : équation différentielle d'un oscillateur électrique amorti 2
I. 1 - Etablissement de I'équation différentielle vérifiée par la tension aux bornes du condensateur . . . . . . 2
l. 2 - Forme canonique de |'équation différentielle . . . . . . . . . . . . ... ... ... 2
I. 3 - Interprétation et comparaison avec |'équation différentielle d'un oscillateur harmonique . . . ... ... 3
Il. Résolution de I'équation différentielle 3
I1. 1 - Régime apériodique . . . . . . . . . . . . e e e 4
I1. 2 - Régime critique . . . . . . . . e e e e 6
II. 3 - Régime pseudo-périodique -. . . . . . . . . ... ... b ma e s a e e e e e 7
ll. 4 - Décrément logarithmique . . . . . . ... ... ......... s B 5 i s FEEEY TRRET 9
Il. 5 - Récapitulatif des tracés des différents régimes sur un méme graphe . . . . . ... .. ... ........ 10
I1l. Considérations énergétiques s ' 11

Introduction

> Dans le chapitre E3, nous avons étudié les circuits LC, introduisant ainsi la notion d’oscillateur harmonique. Cependant
ce type d’oscillateur harmonique n’est qu’une idéalisation d’un systéme physique en réalité plus complexe.

Un circuit LC série est en réalité un circuit RLC série. En effet, fils, bobines et condensateurs sont idéalisés. En réalité
ils ont tous une résistance interne qui modélisent les aspects résistifs de leurs composants. L’introduction de la dissipation
permet ainsi de "raffiner" le modéle précédent et de décrire plus fidélement bon nombre de systémes physiques.

Problématique :
Quels points communs et différences peut-on dresser entre le circuit LC et le circuit RLC' 7 Comment décrire physi-

quement la notion d’amortissement ?
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E4 : Circuits linéaires du second ordre - partie 2 (cours et applications) Lycée Gustave Monod - MPSI

I. Circuit RLC série : équation différentielle d’un oscillateur électrique amorti

> On considére un circuit RLC dans lequel linterrupteur est en position 1 depuis longtemps. Le condensateur se charge
sous une tension constante E et un premier régime permanent s’établit. A l'instant ¢ = 0, on bascule l'interrupteur de la

position 1 & la position 2.
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I. 2 - Forme canonique de I'équation différentielle

.
v Définition n°1 : Forme canonique de I'équation différentielle d’un oscillateur amorti
> Un oscillateur amorti est régi par une équation différentielle dont voici la forme canonique :

avec :

emegnl
— s une grandeur considérée de l'oscillateur amorti (ici tension, 1ntens1te ou charge, on
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erra plus tard que

cela fonctionne aussi pour des oscillateurs mécaniques amortis) ;

2= 37& la dérivée temporelle d’ordre 1 de s;
d2
— e la dérivée temporelle d’ordre 2 de s;

— wo la pulsation propre qui dépend des paramétres de 'oscillateur étudié ([wo] = rad -s™1);
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I. 3 - Interprétation et comparaison avec |'équation différentielle d’'un oscillateur harmonique

Pour rappel, I'équation différentielle vérifiée par le tension du condensateur dans un circuit LC série (en régime libre) avait

pour expression :
d?u

= € fwug =0

w .
— On retrouve I’équation différentielle d’un oscillateur harmonique & condition que le terme — —s 0. Ceci est possible

Q
pour @ > 1.

wo du . . . . . ; 3 i
— Le terme ——< modélise donc le caractére dissipatif de l'oscillateur amorti. D’aprés l’expression de @, on en

Q dt
déduit que c ’est la résistance R qui est responsable de cette: dlss1pat10n (logique!). On remarque que si R — 0 alors

Q—)oo=>——>0

Q

— Le condensateur dissipant peu & peu ’énergie qu’il avait stockée lors de la charge, il est normal que uc o = 0.

Il. Résolution“de I'équation différentielle

Jusqu’a présent, pour résoudre les équations différentielles des circuits linéaires du premier ordre, la fonction exponentielle
était une solution qui convenait parfaitement. Nous allons poursuivre dans ce sens en sélectionnant les fonctions t — €. Injec-
tons cette solution dans I’¢quation homogéne associée associée & I’équation différentielle mise sous forme canonique (coup de
chance, ici I’équation différentielle est identique a son équation homogéne associée car elle ne posséde pas de:second membre).
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r —
N

- Maéthode : Résolution d'une équation différentielle linéaire du second ordre type oscillateur amorti

> Soit I’équation différentielle sous la forme :
W, g
CV?S +/E-.°._L_'§-~+ W‘J'LS: w@‘slo'
e § &

1. Déterminer la solution générale sj, de I’équation homogéne associée (dite sans second membre, donc sans le terme

Wass)- Pour cela, il faut résoudre I’équation :

Pll\co o Pla)= ek L.'S’.,L+ wf\

1
Cer aolulims oonr Omuilonmont dballée, olaw, Lon aous panhi, A,
N.2 it B duw o i
2. Déterminer une solution particuliére s,(t) = K € R (donc 2F ..t

dt — dt2
2 2 -
9K s whe & sl = K= 5]

= 0). On a dans ce cas :

3. La solution générale de I’équation différentielle est la somme de la solution homogeéne et de la solution particuliére.

4. Déterminer les constantes d’intégration A et B de la solution de I’équation homogéne associée a ’aide de deux
s ds
conditions initiales s(t = 0) et E(t =0).
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v Propriété n°1 : Solutions de I'équation homogéne associée lorsque A > 0 (régime apériodique)
> Lorsque le discriminant A de 'équation caractéristique P(r) = 0 vérifie A > 0 alors le polynéme caractéristique P
admet deux racines réelles r; et 72, et les solutions de Péquation homogéne associée : d%& Ly ‘iék + %gk -0
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La résolution de ce systéme permet d’exprimer A et B en fonction de E, 71 et r2 et aboutit donc sur la forme finale de ug, ce
que nous n’allons pas faire ici (peu d’intérét, le plus gros du travail a déja été fait). On obtient alors comme représentation
graphique de uc = f(t) :

acle) = ©

Attention !

> Il faut bien faire attention & la tangente horizontale a la courbe lorsque ¢t — 0 (contrairement aux circuits linéaires

du premier ordre).
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Il. 2 - Régime critique
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'|§P Propriété n°2 : Solutions de I'équation homogeéne associée lorsque A = 0 (régime critique) »
> Lorsque le discriminant A de ’équation caractéristique P(r) = 0 vérifie A = 0 alors le polynoéme caractéristique P
. i . i . . N .. 2,
admet une unique racine réelle = —wy, et les solutions de ’équation homogéne associée d S, W2 d_él. " wlsa_ o
de ~ °TRT
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Remarque
Pas d’oscillation : la tension rejoint directement sa valeur finale. Le régime critique correspond au retour le plus rapide

vers le régime permanent.

Hugo Rondin-Khouya ; 6/11 : | 2026/2027



E4 : Circuits linéaires du second ordre - partie 2 (cours et applications) Lycée Gustave Monod - MPS|

Il. 3 - Régime pseudo- penodlque

Remarque
> Pour rappel, lorsque 1'équation az? + bz + ¢ = 0 admet un discriminant A < 0, alors les racines z_ et z de cette
équation sont des racines complexes conjuguées et il vient :

—b—jv/—A

.. =

2a
oy — —b+jv-A
L 2a

onjeC/j%=-1

@ Propriété n°3 : Solutions de I'équation homogéne associée lorsque A < 0 (régime pseudo-périodique)
> Lorsque le discriminant A de I’équation caractéristique P(r) = 0 vérifie A < 0 alors le polynéme caractéristique P

admet deux racines complexes conjuguées 7+ = —— % jf2, et les solutions de I’équation homogeéne associée
T -
d%s  wpds
=+ = wps =0
@ T oa T

sont : %k

sn(t) = e7¥/7 (Acos(f2t) + Bsin(f2t)) ou (4, B) € R?|.

On peut également écrire cette solution sous la forme :

sn(t) = D cos(£2t + p)e™™ ou (D, p) € R?|

Cette forme est utile pour comprendre le graphe uc = f(t) trés rapidement.
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L) =m 2 (Aaanln) w bsn@9) £ £ (= Allsin (0)+ 8060 (1),
¢ b

Remarque

—t/T

> On observe un amortissement progressif, borné par des enveloppes exponentielles ¢ — +Fe . @ renseigne sur le

nombre approximatif d’oscillations, ici @ ~ 5. )
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Il. 4 - Décrément logarithmique
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Remarque
> En mesurant expérimentalement ¢ & I’oscilloscope, on peut remonter 4 Q de fagon trés précise. Pour cela, il faut

placer le curseur vertical de I'oscilloscope sur un premier maxima d’amplitude, puis sur celui d’aprés et relever les

valeurs d’amplitude en V.
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II. 5 - Récapitulatif des tracés des différents régimes sur un méme graphe

Nt © Rne apiedes. Qe
@ Pl oo §= L
(B Mo pesdo iricdad. Q7 &

Remarque
> En régime apériodique, la solution s’écrit

ol 1
uc(t) = Ae™t + Be™, ==, rg=-——,
) 1 T2
avec deux racines réelles négatives que 'on peut ordonner par |ri| > |re|, c'est-a-dire 71 < 72. Les deux termes ne
jouent pas le méme role selon 1’échelle de temps :

— aux temps courts (t < 71), les deux exponentielles contribuent ; le terme rapide e™* décroit vite et fagonne le
début de la courbe (notamment la tangente horizontale imposée par les conditions initiales) ;

Tat

— aux temps longs (¢ = 71), le terme rapide s’est éteint : il ne reste que le terme lent e™*. C’est donc la plus

grande constante de temps 72 qui gouverne le retour a I’équilibre.

Plus Pamortissement augmente (au-deld du régime critique), plus les racines se séparent : 7, grandit et le retour a
’équilibre ralentit. C'est ce qui explique que le régime critique, & racine double r = —wg (donc 7 = 1/wo unique et

minimale), rejoint ’asymptote plus vite que tout régime apériodique.

55 Application n°1 : Circuit RLC série soumis.a un échelon de tension

> On alimente un circuit RLC série qui était ouvert (condensateur décharge) a Iinstant t = 0~ en fermant interrup-
teur & 'instant t = 0 : le circuit est désormais alimenté & ’aide d’'un GBF délivrant une tension continue £ = 10 V.
Q 1. Etablir I'équation différentielle vérifiée par la tension uc(t) aux bornes du condensateur pour ¢ > 0, et la mettre

sous forme canonique.

Q 2. Déterminer complétement ’expression temporelle de uc(t). Données : R =50 2, L =10 mH, C = 25 pF.

Q 3. Tracer le graphe uec = f(t).
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Il. Considérations énergétiques

Procédons de la maniére habituelle : écrivons la loi des mailles (LDM) multipli¢e par I’intensité i du courant électrique dans

le circuit :

d

1
= <lcu?, + 5Lz‘2> + Ri*=0

UR * z—l—ut it+uc-t1=0& —

Dans le cas du régime libre, pour lequel le systéme évolue librement, le systéme n’est plus alimenté par un générateur de
tension continue (E = 0). On peut alors réécrire le bilan de puissance de la fagon suivante :

d
dt
On comprend bien que la résistance dissipe 1’énergie initialement stockée par le condensateur par effet JOULE. Un script
Python a permis de tracer 1’évolution de ’énergie stockée dans le circuit RLC série en régime libre dans le cas d’un conden-

1 1

sateur chargé d’une énergie de 10 J avec wg = 1 rad - s~ 1
Pour le graphique de gauche dans le cas apériodique @ = 0,3 et pour le graphique de droite dans le cas pseudo-périodique

Q=3.

Circuit RLC série dans le cas apériodique Circuit RLC série dans le cas pseudo-périodique
10 ‘ 10
— &c(t) —Ec(t)
8 = gtot(t) 8 ==&t (t)
— EL(1) —&L(t)
& =
g O ~ 6
2 2
8 g
=] 4 = 4|
= [&a}
2 2
o \ ‘ oL : : ‘
0 1 2 3 4 5 0 5 10 15 20 25
wot wot

L’¢tat final est décrit par une énergie totale nulle. En effet u,(t — +00) = 0 (condensateur totalement déchargé) et i(t —
+00) = 0 (condensateur équivalent & un interrupteur ouvert en régime permanent).

g Application n°2 : Bilan énergétique d’un circuit RLC série soumis a un échelon de tensmn
> On considére le circuit RLC de I’application n°1. _;.,w

pas

Question : Effectuer le bilan énergétique complet.
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