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DS 2, Correction rapide.

Exercice 1

θ0 = arccos
(

1+
√
5

4

)

.

1. θ0 ∈]0, π

3
[ car 1+

√
5

4
> 1

2
.

2. cos(2θ0) =
√
5−1
4

cos(4θ0) = −1+
√
5

4
= − cos(θ0).

3. On déduit du point suivant :

θ0 ≡ π

5
[2π/5] ou θ0 ≡ π

3
[2π/3].

Sachant θ0 ∈]0, π3 [, on en déduit :

θ0 =
1 +

√
5

4

Exercice 2

On souhaite étudier la fonction définie pour x ∈ R :

f(x) = arccos

(

1− x2

1 + x2

)

1. f est bien définie sur R, car si x est réel : −1 ≤ 1−x
2

1+x
2 ≤ 1

f est une fonction paire.

2. f est dérivable sur R− {0} car si x ∈ R
∗ : −1 < 1−x

2

1+x
2 < 1.

3. f ′(x) = 2
1+x

2 pour x > 0.

4. Sachant f(1) = π/2 = 2 arctan(1), on obtient : si x > 0 alors f(x) = 2 arctan(x).

On vérifie la formule en 0 f(0) = 0.

si x ≤ 0 alors f(x) = 2 arctan(x).

5. Pour x < 0 : f(x) = −2 arctan(x).

Exercice 3

On rappelle que, pour x réel, tanh(x) = e
x−1
e
x+1

.

1. Cf cours.

1



2. Si x ∈ R
∗ :

2

tanh(2x)
− 1

tanh(x)
=

2(e4x + 1)

e4x − 1
− e2x + 1

e2x − 1
=

2(e4x + 1)

(e2x − 1)(e2x + 1)
− e2x + 1

e2x − 1

=
2(e4x + 1)− (e2x + 1)2

(e2x − 1)(e2x + 1)
=

2(e4x + 1)− (e2x + 1)2

(e2x − 1)(e2x + 1)
=

e4x − 2e2x + 1

(e2x − 1)(e2x + 1)
=

(e2x − 1)2

(e2x − 1)(e2x + 1)

2

tanh(2x)
− 1

tanh(x)
= tanh(x)

3. Par simplification télescopique :

u
n
(x) = 20 tanh(20x) + 21 tanh(21x) + · · ·+ 2n tanh(2nx) =

2n+1

tanh(2n+1x)
− 1

tanh(x)

4. n ∈ N
∗ fixé, pour x → +∞ : un(x)

2n
→ 2n+1 − 1 .

5. Pour x ∈ R
∗
+ fixé, pour n → ∞ : un(x)

2n
→ 2.

Pour x ∈ R
∗
− fixé, pour n → ∞ : un(x)

2n
→ −2.

Exercice 4

On fixe a > 0 et on considère la fonction définie par

f(x) = arctan

(

a+ x

1− ax

)

1. Sur les intervalles ]−∞, 1/a[ et ]1/a,+∞[ : f ′(x) = arctan′(x).

2. Si x < 1/a les fonctions à droite et à gauche étant égales en 0 :

f(x) = arctan(a) + arctan(x).

Pour la seconde formule, on peut par exemple étudier la limite de f en 1/a+, en l’occurrence −π

2

et le fait que arctan(a) + arctan(1/a) = π/2. Si x > 1/a alors

f(x) = arctan(a) + arctan(x)− π.
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