Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2024-2025.

Fiche 27 : Polynoémes

Exercice 1
Calculer a” 4+ b” 4+ ¢7, ol a, b, c sont les racines complexes de P = X3 — X + 1.

Exercice 2

1. Rappeler la décomposition en produits de facteurs irréductibles dans C[X] de X™ — 1.
2. En déduire la décomposition en produits de facteurs irréductibles dans C[X] de P =1+ X +--- + X"~1.
3. Calculer P(1) et en déduire : [[{—; sin (£2).
Exercice 3
Soit, pour n > 0, P,(X) =Y 1, ),i—,k
1. Démontrer que P, n’admet que des racines simples.

2. Démontrer que, si n est entier Ps, n’a pas de racine réelle et P5,11 a une et une seule racine réelle.

Exercice 4

Soit p € Net P(X) = (X + 1)1 — (X — 1)%pFL,
1. Quel est le degré de P ? son terme dominant ? son terme constant ? sa parité?

2. Déterminer les racines de P.
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Exercice 5

Montrer que si P est un polynome réel ou complexe : (P(X) — X)|(P(P(X)) — P(X)) et (P(X) - X)|(P(P(X)) — X)
1. Dans le cas ot P(X) — X est scindé a racines simples.

2. Dans le cas général (on pourra écrire la forme développée de P).

Exercice 6

Soit P € C[X]. Montrer que P(U) C U si et seulement si P = aX™ avec |a| =1
On pourra calculer |P(e*?)|? pour 0 réel.

Exercice 7

Déterminer les polynémes réels unitaires tel que P’|P.



