Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2024-2025.

Fiche 34 : Théoréme des suites monotones.

Exercice 1

On considere la suite définie pour tout n € N* par

1 1 1
Hy=1+=4+=+-+4—
+2+3+ +n

1. Montrer que (H,)nen+ est une suite croissante.
2. Montrer que Hont+1 — Hon > %
3. En déduire la limite de (H,,)nen--

Exercice 2

1. Montrer que pour tout z > 0, sin(z) < .

2. Etudier la suite définie par

{uo =a € ]0,7/2]

(Vn € N)  upy1 = sin(uy)

Exercice 3

On pose ug = 1,v9 = 2 et, pour tout n € N :

Up + Vn

Un+1 = V/UnUn, Un+1 = 9

1. Montrer que si 0 < a < b alors :
b
a<Vab< % <b

2. Montrer les suites (uy,) et (v,) sont monotones et convergent vers la méme limite [ (qu’on ne demande pas de calculer!).

3. Montrer que, pour tout n € N* : v, 41 — tupy1 < (v — up)? puis :

Un—UnSW

Exercice 4 : Méthode de Newton sur un exemple

On consideére la fonction f(z) = z? — 2 définie sur R et la fonction g(t) = 1 (¢t + 2) définie sur RY..
1. Soit t € R
(a) Déterminer 1’équation de la tangente T} en (¢, f(¢)) au graphique de la fonction f.
(b) Faire un dessin et montrer que g(t) est I'abscisse de I'intersection de T; avec ’axe des abscisses.

2. On considére maintenant la suite (uy)neny définie par ug = 2 et, pour tout n € N :

Un+1 = g(un)

(a) Montrer que , pour tout n € N : u,, existe et u, > V2.

(b) Montrer que la suite (uy,)nen est décroissante.

(¢) Montrer que la suite (u,)nen est convergente et préciser sa limite.
(d) Mountrer que pour tout n € N :

Un+1 — \/5 < (Un - \/5)2

(e) Montrer qu'il existe N € N qu’on précisera tel que sin > N :

un_\/ig
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