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1 Lois de composition

On considere A un ensemble non vide.

Une loi de composition ou opération ici notée x est une application :
AxA— A
(a,b) — axb

qui a tout couple (a,b) d’éléments de A associe un élément a *x b de A. Un produit x ou
une somme + sont des exemples naturels d’opérations.

L’opération * est dite associative quand pour tout triplet (a, b, c) d’éléments de A, on
a:
ax(bxc)=(axb)x*c



Dans la suite de ce chapitre, toutes les opérations considérées seront supposées associa-
tives (méme si cela n’est pas précisé).

L’opération * est dite commutative quand pour tout couple (a,b) d’éléments de A, on
a:
axb=bxa

L’élément e de A est dit neutre pour 'opération * si, pour tout élément a de A :
axe=exa=a

Un élément neutre est forcement unique. Dans la suite, on dira donc : I’élément neutre.
Considérons 1’élément neutre e pour l'opération *. L’élément a de A est dit inversible
(pour l'opération *) quand il existe un élément de A qui est alors unique et noté a=! tel

que :

1 1

axa =a  *xa=e

Attention, on peut avoir a x b =e et bxa # e.

Propriété 1 Sia et b sont inversibles pour l'opération * (associative) alors :
(axb) ™t =b"ltxat

Meéme si cela n’est pas précisé, les opérations communément appelées additions et notées
+ sont associatives et commutatives. L’élément neutre est noté 0 et 1" inverse” s’appelle
"opposé”.

Meéme si cela n’est pas précisé, les opérations communément appelées multiplication et
notées * ou . sont associatives. L’élément neutre est noté 1.

La composition,notée o, est associative. Elle est non commutative en général.

Considérons un ensemble muni de 2 opérations * et 4, cette derniere commutative. On
dit que 'opération * est distributive sur l'opération + quand, pour tout a, b, c dans F :

ax(b+c)=axb+axc et(b+c)xa=bxa+cxa

Considérons une opération x définie sur A.

La partie B C A est dite stable (pour 'opération *) quand, pour tous éléments a et o’
de B:axd € B.



2 Groupes

Un groupe additif G ou (G, +) est un ensemble muni d’une opération + (somme) asso-
ciative, commutative, et qui admet un élément neutre (noté 0 ou O¢g) tel que tout élément
a de G admet un opposé dans G noté —a qui vérifie a + (—a) = 0. Dans ce cas, on dira
que tout élément de GG est opposable dans G.

Dans un groupe additif, si n est un entier naturel, on peut considérer I’élément na =
a+a+---+a (n facteurs) et 'élément —na = —(na) = n(—a).

Si g est un groupe additif, une partie G’ de G est un sous groupe de G quand :
e 0 est dans G,
e siaetbsont dans G, a + b est dans G', on dit que G’ est stable par addition,
e si a est dans G, —a est dans G’ on dit que G’ est stable par opposition.

Il est bien connu que les ensembles Z, Q, R, C sont des groupes additifs.

Si n est un entier non nul, les ensembles R, C" sont des groupes additifs. Il y en a bien
d’autres.

Un groupe multiplicatif G ou (G, %) est un ensemble muni d’une opération * (produit)
associative, non nécessairement commutative, qui admet un élément neutre souvent noté
1 ou 1g (parfois e) tel que tout élément a de G est inversible dans G : il existe un
élément noté a~! (éventuellement % dans le cas commutatif) vérifiant axa™ = a 'xa = 1.
Souvent le produit est omis et a * b est noté ab.

Dans un groupe multiplicatif, si n est un entier relatif, on peut considérer I’élément a”.

Si (G,*) est un groupe multiplicatif, une partie G’ de G est un sous groupe de G
quand :
e 1 est dans G,
e sia et bsont dans G', a x b est dans G’ : on dit que G’ est stable par produit,
e si a est dans G, a~! est dans G, on dit que G’ est stable par inversion.

Il est bien connu que Q*, Q% , R*, R%, C*, U (ensemble des complexes unitaires), U,
(ensemble des racines n-iemes de 1'unité, n € N*) sont des groupes multiplicatifs commu-
tatifs. Il y en a bien d’autres.

Si F est un ensemble non vide, 1’ensemble Bij(F) des bijections de E muni de 'opération
de composition est un groupe multiplicatif d’élément neutre Idg, non commutatifs si I’en-
semble E a au moins 3 éléments.



3 Espaces vectoriels et sous espaces.

Un espace vectoriel E sur un corps K (tres souvent R ou C) ou K-espace vectoriel
est un ensemble non vide £ muni : d’une addition + pour lequel E est un groupe d’élément
neutre 0 = Og et d’un produit (noté parfois . mais souvent omis) des éléments de E par
ceux de K a valeurs dans F, associatif, distributif sur +.

On demande de plus que si v est un vecteur de E alors 1x.v = 1.v = v.

Les éléments de FE, les vecteurs, d'un espace sont souvent notés avec des lettres ro-
maines et les éléments de K, les scalaires, sont notés avec des lettres grecques.

Les ensembles :

{0}, R, R? R3, ..., R" pour n € N;

I'ensemble RY des suites réelles ;

I'ensemble R[X] des polynomes réels;

I'ensemble R(X) des fractions rationnelles réelles;

Si X est un ensemble non vide, I'ensemble R¥ des applications réelles définies sur

X .

’

e l'ensemble M,, ,(R) des matrices réelles de taille n x p;

sont naturellement des espaces vectoriels réels.

Les ensembles :

e {0}, C, C? C3 .., C" pour n € N;

I'ensemble CN des suites complexes

'ensemble C[X] des polynémes complexes;

I'ensemble C(X) des fractions rationnelles complexes ;

Si X est un ensemble non vide, I’ensemble CX des applications réelles définies sur
X .

’

e l'ensemble M,, ,(C) des matrices complexes de taille n x p;

sont naturellement des espaces vectoriels complexes et du coup réels.

Définition 1 Si E est un K-espace et F une partie de I, on dit que F' est un sous espace
de E quand c’est une partie non vide stable par combinaison linéaire autrement dit si :

e Si(ue F et ve F)alorsu+wveF,
e Si(AeK et ueF) alors \u € F.



Si E est un espace vectoriel alors {0} et E sont 2 sous espaces de E.

Si v est un vecteur non nul de E, I’ensemble
Ko ={Av/A €K}

est un sous espace de E appelé droite vectorielle engendrée ou dirigée par v.

Dans R? et R?, on a des sous espaces connus :

e Les droites vectorielles ou droites linéaires de R2.

e Les droites et plans vectoriels de R3.

Propriété 2 Si F' et G sont 2 sous espaces d’un espace vectoriel E alors F N G est un
sous espace de E. Plus généralement si (F});cr est une famille de sous espaces de E alors
Nics Fi est un sous espace de E.

(Attention avec la réunion!)

Définition 2 Si Fi,..., F, sont des sous espaces d’un espace E, alors, on définit leur
somme vectorielle : F1 + -+ F, ={v;+ -+ +v,/v; € F1,...,v, € F,,}

La somme vectorielle F} + --- 4 F}, est un sous espace de E. C’est le plus petit sous
espace de E contenant a la fois Fy, Fy ... et F),.

On prendra garde au fait que la somme vectorielle n’a pas les propriétés classiques d’une
addition, par exemple : F'+ F' = F.

On dit que la somme vectorielle F; +- - -+ F,, est directe quand de maniere équivalente :

e pour tout vecteur v de Fy+---+ F),, I'écriture v =v;+---+v, avecv; € Fy,...,v, €
F,, est unique,

esi0=v;+---4wv, avec vy € Fi,...,v, € F,, alorsv; =---=v, =0.
Dans ce cas, on note :

Fio---®F,

La somme vectorielle de deux sous-espaces F' + G est directe quand on a simplement
FnG={0}.

Définition 3 Si F' et G sont 2 sous espaces de E, on dit que F' et G sont supplémentaires
dans E quand une des conditions équivalentes suivantes est réalisée :

e FOG=F.
e F+G=FE et FNG ={0}.

e Tout vecteur u de E s’écrit de maniére unique : u=v 4+ w avecv € F, w € G.



4 Familles génératrices, libres, bases

4.1 Familles génératrices
On se place dans un K-espace vectoriel E.

On considere vy, ..., v, un ensemble fini de vecteurs de F et Ay, ..., \, des scalaires. Le
vecteur :

v = E )\ZUZ = )\11)1 + .. .)\nvn
el
est une combinaison linéaire des vecteurs vy, ..., v,.

Plus généralement, on considére I un ensemble quelconque et F' = (v;);c; une famille
indexée par I de vecteurs de F.

Si (A)iesr est une famille de scalaires indexée par I, on dit que (\;);e; est a support
fini (ou presque nulle) quand I'ensemble des indices i € I tel que A; est non nul est fini.
Dans ce cas, on note :

vV = Z )\ZUZ

la somme réduite a ces indices. C’est une combinaison linéaire des vecteurs de F'.

On note : Vect(F) = Vectg (F') 'ensemble des combinaisons linéaires (a coefficients dans
K) des vecteurs de F'. On I'appelle espace engendré par F'

Théoréme 1 L’ensemble Vect(F') est un sous espace vectoriel de E. C’est le plus petit
sous espace vectoriel de E contenant les vecteurs de F'. Pour cette raison, on [’appelle
sous espace engendré par F.

On convient que la famille vide engendre l'espace {0} : Vect(()) = {0}
Une droite vectorielle de E est donc le sous espace engendré par un vecteur non nul.

Un plan vectoriel est le sous espace engendré par 2 vecteurs non colinéaires.

Définition 4 Si F' est une famille de E, on dit qu’elle est génératrice de E ou qu’elle
engendre E, ou encore que E est engendré par F' quand :

E = Vect(F)

Finalement : une famille F' = (e;);cs est génératrice de F si et seulement si, pour tout
v € F il existe une famille a support fini (\;);e; tel que :

v = Z )\Z’UZ

el



4.2 Familles libres
Une famille finie (eq,...,e,) est libre quand pour tout A,... A, dans K :
Si ey, + -+ e, =0alors Ay =0,...,\, =0
Si uw # 0 alors la famille (u) est libre.

Une famille de deux vecteurs (u, v) est liée si et seulement si u et v sont colinéaires ou
proportionnels : il existe A ou x non nul dans K tel que :

U= A\ ou V= .U
Plus généralement :

Définition 5 Si F' = (e;);es est une famille de E, on dit qu’elle est libre quand, pour tout
famille (X\;)ie; a support fini dans K :

Si Z)""Ui =0 alors (VieI) \;=0
1€l

Une famille non libre est dite liée.

Propriété 3 Une famille est liée si et seulement si un de ses vecteurs est une combinaison
linéaire d’autres vecteurs de la famille.

Un critere pratique :

Propriété 4 Dans l'espace K[X]| des polynomes a coefficients dans K, une famille de
polynomes a coefficients 2 a 2 distincts est libre.

4.3 Bases

Définition 6 On dit qu’une famille B = (e;);c; est une base de E quand elle est a la fois
libre et génératrice de E.

Si B = (eq,...,e,) est une base finie, si v € F, il existe une unique famille a de scalaires
(A1, ..., An) tel que
V= A.e1+ -+ A\,

On dit que les (A\1,...,\,) sont les coordonnées de v dans la base B.
Plus généralement, si B = (e;);cr et si v € E, il existe une unique famille a support fini
de scalaires (\;);er tel que
vV = Z )\262
On dit que les (\;);er sont les coordonnées de v dans la base B.

Par définition, toute famille libre F' est une base du sous espace vectoriel Vect(F') de E.



Propriété 5 (Exemple fondamental) Dans l’espace K" la famille :

1 0 0

0 1 0
epr=|:],e2=1|:|....,ep=

0 0 0

0 0 1

est une base de K" appelée base canonique de K".
Un vecteur (A1, ..., A\n) de K" a pour coordonnées dans cette base (A1, ..., \,).

Propriété 6 Dans l’espace K, [X] la famille :
(1, X, X% ..., X"

est une base de K,[X] appelée base canonique de K,[X].
Un polynome ag+a1 X - - -+a, X" de K,[X] a pour coordonnées dans cette base (ag, ai, - . ., a,).

Propriété 7 Dans l'espace K[X] la famille :
(X" pen = (1, X, ..., X", ..0)

est une base de K[X] appelée base canonique de K[X].
Un polynome
P:ZanX”:a0+a1X+~-~+anX”+...

(rappelons que c’est une somme finie) a pour coordonnées la famille (a,)nen dans cette
base.

5 Dimension d’un espace vectoriel

5.1 Espace de dimension finie

On considere E un espace vectoriel.

Définition 7 On dit que l'espace E est de dimension finie quand il admet une famille
génératrice finie et on note dim(F) < co. On dit E est de dimension infinie dans le cas
contraire et on note alors dim(F') = oo.

Par exemple : dim(K[X]) = oc.

A partir de maintenant, on suppose que E est de dimension finie. Dans cas, il admet des
bases. On a méme le célebre :



Théoréme 2 (Théoréme de la base extraite (Version 1)) De toute famille génératrice
finie de E, on peut extraire une base de E.

Si au contraire on dispose d’une famille libre :

Théoréme 3 (Théoréme de la base incompléte (Version 1)) Si F' = (eyq,...,¢e,) est
une famille libre d’un espace E de dimension finie alors on peut la compléter de sorte a
former une base de E.

5.2 Dimension d’un espace

Propriété 8 Si £ = Vect(vy,...,v,), toute famille de n + 1 vecteurs de E est liée.

C’est une conséquence, admise ici de 'algorithme de Gauss sur I'étude des systemes
linéaires.

On peut alors montrer le théoreme central :

Théoreme 4 5i E est de dimension finie alors toutes les bases de E ont le méme nombre
d’éléments, nombre qui est appelé dimension de E et noté dim(FE).

Exemple fondamental :
dim(K") =n
De méme, dim(K,[X]) =n + 1.

On convient par ailleurs : dim({0}) = 0.

On a du coup le théoreme suivant tres pratique ... quand on connait la dimension d'un
espace.

Théoreme 5 Si FE est un espace de dimension n et si F' est une famille de n vecteurs de
E alors F est une base de E si et seulement si elle est libre, si et seulement si elle est
génératrice.

Théoréme 6 (Théoréme de la base incompléte (version 2)) SiF' = (ey,...,e,) est
une famille libre de E alors p < dim(FE) = n. La famille libre F' est une base de E si et
seulement si p = n. Sinon, on peut compléter F' en une base de E.

Théoréme 7 (Théoréme de la base extraite (version 2)) Si F = (ey,...,e,) est une
famille génératrice de E alors p > dim(E) = n. C’est une base de E si et seulement si
p =n. Sinon, on peut extraire de F une base de E.

En particulier, toute famille libre de n vecteurs dans K™ est une base de K".

Toute famille de n + 1 polynémes de K, [X] dont les degrés sont distincts 2 a 2 est une
base de K, [X].



5.3 Dimension d’un sous espace
On considere un espace F vectoriel de dimension finie n.
Théoréme 8 Si E' est un sous espace vectoriel de E alors il est aussi de dimension finie

et dim(E’) < dim(F). De plus, il y a égalité entre E' et E si et seulement si dim(E) =
dim(E"). Autrement dit :

/
E'CE B _ER
dim(£’) = dim(E)

Il suit que les sous espaces de R? sont : {0}, les droites vectorielles et R?. Les sous espaces
de R? sont : {0}, les droites vectorielles, les plans vectoriels et R3.

Définition 8 Si F' = (ey,...,e,), on pose :
rg(F) = dim(Vect(ey, ..., ep))
rg(F) est le rang de la famille F.

On obtient rapidement :

Propriété 9 Si F' est une famille de E alors :

wg(F) < #(F)  1g(F) < dim(E)

De plus :
o 1g(F) = #(F) si et seulement si la famille F est libre ;
o 1g(F) =dim(F) si et seulement si F' est une famille génératrice de E.
o 1g(F) = #(F) = dim(E) si et seulement si F' est une base de E.

Concernant le produit des espaces vectoriels, on a :

Propriété 10 Si Ey, ..., E, sont des espaces de dimensions finies alors :

dim(E) x --- x E,) = dim(E,) + - - - + dim(E),)

5.4 Somme directe et dimension

Fixons F' et GG 2 sous espaces d'un espace de dimension finie F.

Rappelons que si F'NG = {0} alors on note F'® G = F + G et que F et G sont dits
supplémentaires quand EF = F & G.
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Propriété 11 Si F NG = {0} alors
dim(F @ G) = dim(F) + dim(G)

Dans ce cas, en prenant une base de F' puis une base de G et en les enchainant, on construit
une base de F'® G. On parle dans ce cas de base adaptée a la somme précédente.

Dans le cas ot la somme n’est pas directe, on a plus généralement :
dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G)
(formule dite de Grassmann)
Plus généralement, si on a Fi, ..., F, des sous espaces de F tel que :
e --eF,=F

alors dim(F) = dim(FE;) + dim(E,,) et on construit une base adaptée de E a la somme
précédente en enchainant des bases respectives de Fy,... E,.

Concernant la caractérisation des supplémentaires, on obtient :

Théoreme 9 Si F' et G sont 2 sous espaces d’un espace vectoriel E de dimension finie

alors :
F —
Si 'ﬂG {O} ) alors F& G =F
dim(F) 4+ dim(G) = dim(FE)
Du coup :

Propriété 12 Tout sous espace F d’un espace vectoriel E de dimension finie admet des
supplémentaires (plusieurs) qui ont tous la méme dimension : dim(E) — dim(F').

Plus généralement :
Propriété 13 Si Fi, ..., F, sont des sous espaces de I/ alors :
dim(Fy + -+ -+ F,) < dim(Fy) + - - - + dim(F),)

etona Fy®---®F, =FE siet seulement si on a égalité.

Savoirs et savoirs faire indispensables

Savoirs

Définition d’un espace vectoriel, exemples de base.

Définition d’un sous espace vectoriel, d’'une somme vectorielle, d’'une somme directe.

Définition d’une famille libre, génératrice, d'une base.

Définition de la dimension. Dimensions des espaces classiques. Dimension d’'une somme
et d’'une somme directe. Rang d’une famille.

Théoremes des bases incompletes et extraites.

Formule de Grassmann
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Savoir-faire

Vérifier qu'un ensemble est un sous espace d'un espace donné.

Vérifier qu'une famille est libre, génératrice, est une base.

Mise en ceuvre des théoremes des bases incompletes et extraites. Calcul du rang d’une
famille.

Utiliser la formule de Grassmann.
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