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Fiche 50 : TD du 6-02.

Exercice 1

Soit n ≥ 2 un entier fixé et f : R+ = [0,+∞[−→ R la fonction définie par la formule suivante :

f(x) =
1 + xn

(1 + x)n
, x ≥ 0.

1. Étudier la fonction f

2. En déduire l’inégalité suivante :
(1 + x)n ≤ 2n−1(1 + xn), ∀x ∈ R

+.

3. Montrer que si x ∈ R
+ et y ∈ R

+ alors on a

(x+ y)n ≤ 2n−1(xn + yn).

Exercice 2

Soit f :











R → R

x 7→ ex si x < 0

x 7→ ax2 + bx+ c sinon

Déterminer a, b, c pour que f soit C2 (et C3 ?).

Exercice 3

À l’aide de la formule de Leibnitz écrire les dérivées successives des fonctions :

x 7→ x2ex ; x 7→ x2(1 + x)n ; x 7→
x2 + 1

(x + 1)2
; x 7→ xn−1 lnx.

Exercice 4

Étudier la dérivabilité sur R des applications suivantes :

f : x 7→ x|x|, g : x 7→
x

1 + |x|
, h : 7→

1

1 + |x|
.

Exercice 5

1. Montrer que la fonction définie par : f : x → exp(− 1
2x

2) est de classe C∞ et que pour tout n ∈ N, il existe un polynôme
réel Hn, de degré n, tel que, pour tout x réel :

f (n)(x) = (−1)nf(x)Hn(x)

2. Soit f une fonction réelle dérivable sur l’intervalle : [a,+∞[ telle que limx→+∞ f(x) = f(a) alors il existe c ∈]a,+∞[
telle que f ′(c) = 0.

3. Montrer que pour tout n ∈ N
∗, Hn est scindé à racines simples sur R et que pour tout n ≥ 2, entre 2 racines consécutives

de Hn, il existe une racine et une seule de Hn−1.

Indication : utiliser la question précédente.

Exercice 6

Soit f de classe C1 sur R vérifiant pour tout x réel, (f ◦ f)(x) = x
2 +3. En remarquant que f(x2 +3) = f(x)

2 +3, montrer que
f ′ est constante puis déterminer f .


