Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2024-2025.

Fiche 53 : Théoreme du rang.

Exercice 1

Donner, si c’est possible, des exemples d’applications linéaires non nulles de R? dans R? vérifiant :

1. Ker(f) = Im(f).
2. Ker(f) inclus strictement dans Im(f).

3. Im(f) inclus strictement dans Ker(f).

Exercice 2

Donner, si c’est possible, des exemples d’applications linéaires non nulles de R?® dans R? vérifiant :

1. Ker(f) = Im(f).
2. Ker(f) inclus strictement dans Im(f).

3. Im(f) inclus strictement dans Ker(f).

Exercice 3

Soit £ un C-espace vectoriel et f € L(E) tel que f2 —3f + 2Id = 0c(E)-
1. Montrer que f est un automorphisme.
2. Montrer que E = ker(f — Id) @ ker(f — 21d).

3. Déduire de 2. que si E est de dimension finie n, il existe une base 8 = (€;)1<i<n, telle que Vi, f(e;) = Aje; avec \; =1
ou \; = 2.

Exercice 4
Soit E = R[X] 'espace vectoriel des polynomes, et f: E — E définie par :

P(X)+P(—X
wpe b, 5Py = PEOHPCX)
Montrer que f € L(E), et que f est un projecteur dont on précisera les espaces propres.
Exercice 5

Soit E = R[X] l'espace vectoriel des polynomes, et f: E — E définie par :

P(—X) - P(X)

VP e B, f(P)(X) = >

Montrer que f € L(E), que E = Imf @ Ker(f) mais que f? = —f.



