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Plan

1 Continuité uniforme.
Rappelons qu'une fonction f est continue sur un intervalle I quand :

(Ve e I)(Ve > 0)(Faze >0)(Vy € ) : ly—z| <aze = |f(y) — f(x)] <e

Une fonction f est dite uniformément continue sur un intervalle [ quand :

Ve>0)Fae >0)Ve e DH(Vyel) : ly—z| <ac. = |f(y)— f(x)] <e

Par I'inégalité des accroissements finis, une fonction f dérivable et a dérivée bornée sur
un intervalle I, par exemple une fonction C' sur un segment, est uniformément continue
sur [.

Plus généralement : sur un segment, on a :



Théoréme 1 (Théoréme de Heine) Une fonction continue sur un segment y est uni-
formément continue.

Notons que I'ensemble des fonctions continues et ’ensemble des fonctions uniformément
continues sur un intervalle I forment chacun des sous espaces vectoriels et des sous anneaux
de I'ensemble des fonctions définies sur 1.

2 Fonctions en escalier, fonctions continues par morceaux.

On considere un segment [a,b] avec a < b, on appelle subdivision s de [a, b] une suite
finie de points a = ag < a1+ < Ap_1 < ay.

Le pas de la subdivision est le nombre
p(S) = MaXi:l,...,n |a'i - ai—1|

Une fonction en escalier f sur un segment [a, b] est une fonction définie sur [a, b] telle
qu’il existe une subdivision a = ag < a;--- < a,_1 < a, = b dite adaptée a f de [ telle
que pour tout ¢ € [1,n] : f [ est une constate.

]ai7ai+1

Une fonction en escalier f sur un intervalle quelconque I est une fonction définie sur
I telle sa restriction a tout segment inclus dans I est une fonction en escalier.

On montre que I’ensemble des fonctions en escalier sur un intervalle I est un sous espace
vectoriel et un sous anneau de ’ensemble des fonctions définies sur /.

Une fonction continue par morceaux f sur un segment [a,b] est une fonction telle
qu’il existe une subdivision a = ay < a; -+ < a,—1 < a, de I telle que pour tout ¢ € (1,n) :
Jlas,a0,11 €st une fonction continue et prolongeable par continuité au segment : [a;, a;1).

Une fonction continue par morceaux f sur un intervalle quelconque I est une fonc-
tion définie sur [ telle sa restriction a tout segment inclus dans I est une fonction continue
par morceaux.

On montre que I’ensemble des fonctions continues par morceaux sur un intervalle I est
un sous espace vectoriel et un sous anneau de I’ensemble des fonctions définies sur 1.

3 Intégrale d’une fonction continue par morceaux.

Soit I = [a,b] un segment de R (a < b).

Définition 1 Soit f une fonction constante par morceauz sur I = [a, b] et s une subdivision
adaptée a f, on définit :

b n
dt = = dt = i+1 7 W) " Qi ai41
g [ I / FOhdt = 30z = ) Tl



Constatons que si f est positive, I'aire située "sous la courbe” de f. Si f n’est pas posi-
tive, on compte positivement l’aire située sous la courbe de f pour ce qui est des segments
ou f est positive et négativement 'aire située entre la courbe de f et 'axe des abscisses
pour ce qui est des segments ou f est négative.

f[a y | est I'intégrale de f sur I.
Par extension, via le théoreme de Heine :

Définition 2 Soit f une fonction continue par morceauz sur I = [a,b] (a < b), on peut
définir un nombre :

fydt = [ f(t)di

[a,b] [a,b]

qui est, st f est positive, 'aire située “sous la courbe” de f. Si f n’est pas positive, on
compte positivement [’aire située sous la courbe de f pour ce qui est des segments ou f est
positive et négativement l’aire située entre la courbe de f et l'axe des abscisses pour ce qui
est des segments ou f est négative.

f[a B f est l'intégrale de f sur I.

Pour ce qui est de la définition formelle de l'intégrale, on peut poser : (formule hors
programme) :

f(t)dt = Sup { / g(t)dt / g fonction constante par morceaux minorant f sur [a, b]}
[a,b] [a,b]

f(t)dt = Inf { / h(t)dt / h fonction constante par morceaux majorant f sur [a, b]}
[a,b] [a,b]

On a de suite :

Propriété 1 Si f est continue par morceauz sur I et si on pose : fy = Sup(f,0) et
f- = —1Inf(0, f), alors :

dt = dt — _(t)|d
| Jo /[ e [ UG

Propriété 2 Sila fonction f, continue par morceauz, est positive sur |a, b] alors f[a . f(t)dt
est positive. Cest a dire :

Si f >0 alors f(t)dt >0
[a,b]

De méme :



Si les fonctions f et g sont continues par morceaux sur [a,b] alors :

Si f > g alors f(t)dt > / g(t)dt

[a,b] [a,b]

Enfin et surtout :

Théoréme 2 (Inégalité triangulaire) Si f est continue par morceaux sur [a,b] alors :

ftdt'g F(t)] dt
0 /W\ (0)

On considére toujours une fonction f continue par morceaux sur [a, b].

Définition 3 On pose sia # b :

F(t)dt

m(f) est la moyenne de f sur |a, b
Propriété 3 Si pour tout t € [a,b], m < f(t) < M alors :
m<m(f) <M
En particulier :
Infi, 4 (f) < m(f) < Supy,y(f)
Dans le sens réciproque, on obtient :

Propriété 4 Si la fonction f est continue et positive sur [a,b], a < b alors :

Si f(t)dt =0 alors fiap =0
[a,]

Définition 4 Soit f une fonction réelle continue sur |a,b], on définit :

JLF(0)dt = [, F(0)dt sia<b
2 f(tydt = — Jiawy F)dt s < a

[P f(t)dt est lintégrale de [ de a d b.

On a ainsi :



Propriété 5 Si f est une fonction continue par morceauz sur [a,b], alors :
a b
| = [ saa
b a

Propriété 6 (Relation de Chasles) Si f est une fonction continue par morceauz sur

la,b] U [b, c] alors :
c b c
/ f(t)dt :/ f(t)dt+/b f(t)dt

L’application qui a une fonction continue par morceaux sur [a, b] associe son intégrale
est linéaire :

et la célebre :

Propriété 7 Siles fonctions [ et g sont continues par morceaux sur [a,b] et A,y sont des
réels alors :

foe+ [ gteyi

[a,b]

L/?fkf@ﬁﬁ-Fug@Ddt==A

[a,b]

[ ot ng0)ie = [ s+ [ gtorar

4 Primitives
Faisons le lien avec les primitives.

Théoréme 3 Etant donné une fonction continue sur un intervalle I et a un point de I.
1. La fonction v — ff f(t).dt est Uunique primitive de f sur I nulle en a.

2. Si F est une primitive de f sur I alors, pour tout x de I :
F(zx) = / f(t).dt + F(a)

3. I est une primitive de f sur I, et si a et b sont 2 points de I alors :

/f@wzﬂm—m@:wwm

On peut réécrire ce théoreme sous la forme :

Propriété 8 Si f est une fonction de classe C' sur I et a un point de I alors, pour tout
rxel:

ﬂ@—/?ﬁw+ﬂw



5 Qutils de calcul

Rappel : le tableau des primitives classiques (a connaitre par coeur! ) :

Fonction f | Primitive F Domaine de validité
" ! antt ncN,zeR
. n+1
E _pTll‘p_l p e N e R*
1
9310‘ a—l—lxaﬂ a€R—{-1}, r e Ry %
— 1 R*
" n(|x|) T €
e’ e’
In(x) zln(z) — x r e Ry
cos(x) sin(x
sin(x) — cos(x)
ch(x) sh(z)
sh(z) ch(z)
tan(z) | —In(|cos(z)]) | R — {g +kr/kez)
th(z) In(ch(x))
1
—— arcsin(x -l<z<l1
i (=)
22 arctan(z)

On rappelle :

Théoreme 4 (Intégration par parties) Soit f et g 2 fonctions de classe C' sur un
intervalle I = [a,b]. On a :

/f@NWZWMW%/ﬂMMﬁ

On peut aussi écrire :

Théoréme 5 (Intégration par parties) Si f est une fonction continue, F' est une pri-
mitive de f, et g est de classe C' sur un intervalle I = [a,b]. On a :

/f@WWzW@W%—/F@ﬂWt

Autre rappel :



Théoréme 6 (Changement de variable) Soit f une fonction continue sur un segment
I et une fonction ¢ & valeurs dans I et de classe C* sur [«, 8], avec a = ¢(a) et b = ¢(B)
alors :

[ wa= [ ot

On dit qu’on a fait le changement de variable t = ¢(u) dans 'intégrale de f.

Il faut, pour faire le changement de variable :
e "remplacer” t par ¢(u);
e "remplacer” dt par ¢'(u)du;
e "remplacer” a par «, b par 3.

Si le changement de variable est donné sous la forme : u = ¢(t), il convient d’adapter la
formule précédente en s’assurant du caractére bijectif de ¢, du fait que ¢! est C! et poser :

t=¢ Hu).
6 Formules de Taylor

A Taide d’intégrales, on montre les différentes formules de Taylor, déja en partie vues
dans le chapitre sur les développements limités.

Théoréme 7 (Formule de Taylor avec reste intégral) Si f est une fonction de classe
C™ sur Uintervalle [a,b] alors :

2 n! n!

10 = 1@+ @ 0-a+ T o a  ZD oy [ O e ()

=3 100wy [ e gy

n!
k=0

Si f est une fonction de classe C" sur lintervalle [a,a + h] alors :

@(q ) (g Rl )
f(a+h):f(a)+f’(a).h+f ().h2+~--+f ().h"+/ uf(”ﬂ)(a—i—x)dx

2 n! n!

o n) n fUZ'(a) BE 4 /h (h — flf)nf(m-l)(a + z)dz
k=0 ’ 0

Dans la formule précédente, on note souvent :

(2)
2 n!

Toa(h) = fla) + f'(a).h +




T,.a(h) est le polynéme de Taylor a l'ordre n de f en a. C’est un polynome de degré au
plus n de la variable h.

Rpa(h) = /Oh Mf(”H)(a + x)dz

n!

R, (a) est le reste intégral a 'ordre n de f en a.
On a ainsi (si f est C"*1) :

fla+h)="T,a(h) + R,.(h)
Rappelons alors le théoreme de Taylor Young :

Théoréme 8 (Formule de Taylor-Young) Si f est une fonction de classe C™ au voisi-
nage de a alors elle admet un développement limité a ['ordre n en a. Plus précisément :

(2) (n)
fla+h) = f(a)+f'(a).h+ fQ( ) N AREE +f ( ) W 4op0(R™) Zf +op_0(h™)
ou, en notation différentielle :

a2f arf n _f
Flath) = @+ Larnr E D oy 2D oy = 3D ey, )

k=0

Enfin I'inégalité de Taylor Lagrange :

Théoreme 9 (Inégalité de Taylor-Lagrange) Si f est une fonction de classe C"*' sur
un intervalle [a,b] alors :

n!
(b—a)"t!
— (n+1)!

‘f(b) — (f(a) + f'(a).(b— a) + a1 1 a)n)‘

Supy,y [ £

ou, si f est une fonction de classe C"' sur un intervalle [a,a + h] :

| ‘n-‘rl

[f(a+h) =Tha(h )|_< .y

Sup[a a+h] ’f(n+1)|

Dit autrement :
Si f est une fonction de classe C"™' sur un intervalle [a,a + h] :

fla+h)="T,a(h) + R,.(h)

ou T, , est le polynome de Taylor en a a lordre n et h — R, o(h) est le reste qui vérifie :

| n+1

R, <>|_(' 5 S £



7 Méthodes numériques

Dans cette section, on considere une fonction réelle f définie et continue et continue par
morceaux sur un intervalle [a,b] (a < b). L’objectif est de trouver des valeurs approchées

duréel [, f(t)dt

7.1 Méthode des rectangles

b—a
On considére n un entier. On pose : ar = a + k—— pour (0 < k& < n). Les points
n

ay, correspondent a une subdivision du segment [a,b] en n segments de longueurs égales.
Le fait d’approximer la fonction f par ses valeurs aux extrémités de chacun des segments
précédents conduit, pour ce qui est du calcul de I'intégrale a poser :

n—1 n
un =220 fa), ve= 203 fa)
k=0 k=1

n n

Les suites (u,) et (v,) s’appelle les sommes de Riemann de la fonction f. On obtient
alors le résultat suivant :

Théoréme 10 (Riemann) Les suites (up)nen €t (Un)nen convergent vers f; f(t)dt.

7.2 Méthode des trapezes

b—a
On considére n un entier. On pose toujours : ay = a + k—— pour (0 < k < n). Le fait
n

d’approximer la fonction f par des fonctions affines sur chacun des segments précédents
conduit, pour ce qui est du calcul de 'intégrale a poser :

n
b—a Uy, + Up

tp = (flar) + flars1)) = 5

Théoréme 11 La suite (t,)nen converge vers f[a . f(t)dt.

Il peut étre intéressant de calculer plutot ¢, = ton que t,, le calcul utilisant les résultats
des étapes précédentes

Savoirs et savoirs faire indispensables

Savoirs

Primitives de base.
Inégalité triangulaire.



Formules de l'intégration par parties et du changement de variable.
Formules de Taylor (divers versions).
Formules de Riemann.

Savoir-faire

Calculer une primitive d’une fraction simple éventuellement par décomposition en éléments
simples et changement de variable classique.

Calculer une intégrale simple par calcul de primitive, intégration par parties, changement
de variable.
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