
Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2024-2025.

Fiche 76 : TD du 15-05.

Exercice 1

Dans cet exercice, on s’intéresse à la série S de terme général
(

4(−1)k

2k+1

)
k∈N

et du coup à la suite des sommes partielles définie

par, si n ∈ N :

Sn =

n∑
k=0

4(−1)k

2k + 1

1. La série S est-elle absolument convergente ?

2. Montrer que la série S est convergente.

Dans la suite, on cherche à déterminer la valeur de sa somme S∞.

3. On pose, si x ∈ [[0, 1],

un(x) =

2n∑
k=0

(−1)kx2k et vn(x) =

2n+1∑
k=0

(−1)kx2k

Montrer que

vn(x) ≤
1

1 + x2
≤ un(x)

4. Quelle est la valeur de S∞ somme de la série S ?

Exercice 2

Pour n ≥ 1, on pose

un =

∫ (n+1)π

nπ

sinx

x
dx.

1. Démontrer que

un = (−1)n
∫ π

0

sin t

nπ + t
dt.

2. Démontrer alors que
∑

un est convergente.

3. Démontrer que |un| ≥ 2
(n+1)π pour tout n ≥ 1. En déduire que

∑
n un ne converge pas absolument.

Exercice 3

Soit (pk)k≥1 la suite ordonnée des nombres premiers. Le but de l’exercice est d’étudier la divergence de la série
∑

k≥1
1
pk
.

Pour n ≥ 1, on pose Vn =
∏n

k=1
1

1− 1
pk

.

1. Montrer que la suite (Vn) est convergente si et seulement si la suite (ln Vn) est convergente.

2. En déduire que la suite (Vn) est convergente si et seulement si la série
∑

k≥1
1
pk

est convergente.

3. Démontrer que

Vn =

n∏
k=1

∑
j≥0

1

pjk

 .

4. En déduire que Vn ≥
∑n

j=1
1
j .

5. Quelle est la nature de la série
∑

k≥1
1
pk

?

6. Pour α ∈ R, quelle est la nature de la série
∑

k≥1
1
pα
k
?


