FCRICOME

EXERCICE 1

On pourra utiliser sans justification que 2 < e! < 3.
In(n)
n

pour n > 1.

s =

On s’intéresse dans cet exercice a la série de terme général u,, = (—1)"

"1
1. Onnote : Vn 2 1, w, = Z T In(n).
k=1

(a) Rappeler les développements limités & l'ordre 2 lorsque x tend vers 0 de In(1 + ) et

1

~ —i—,
n—+oo  2n?

1+

(b) Montrer alors que : wy4+1 — Wy

(¢) Montrer que la série de terme général (w,41 — wy,) converge, puis que la suite (wy,) converge vers un réel =,
appelé constante d’Euler.
In(t)

2. Etudier les variations de la fonction ¢ : ¢ > sur ]0, +oo[. Dresser le tableau de variations de la fonction ¢ en

précisant les limites aux bornes de son ensemble de définition.

3. On note pour tout entier n > 1,
n
Sn = uk
k=1

(a) Montrer que les suites (Sap)n>2 €t (S2nt1)n>2 sont adjacentes.

(b) Montrer que la série de terme général u,, converge. Est-elle absolument convergente ?

" In(k 1 &
4. On note pour tout entier n > 1, v, = y n_) — M
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k=1
(a) Justifier que pour tout entier n > 3, on a :
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b) En déduire que la suite (v,),>3 est décroissante et convergente.
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5. Montrer que pour tout entier n > 1,

6 _ o\~ In(2k) i in(k)
2n = -
k=1 2k k=1 b
puis que :
sl m2))% =
Son =1n(2) }_ 7 +vn = van — —5 7 —In(2) In(n)
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6. Démontrer alors que :
+oo
In(n) [In(2)]?
—1)r—" = yIn(2) — L2
3 = - 2



