Corrections [P1] Cinématique du point

Exercice 1. Ballon sonde

1. Le mouvement sur (Oz) est uniforme & la vitesse vg soit v, = Z = vgy. La solution de

condition intiale z(0) = 0 est M.

2. v, = z/T soit @ = (vo/7)t. La solution de condition initiale z(0) = 0 est
|2(t) = (v0/7)1%/2|

3. On expression ¢ en fonction de z : t = z/vg. On remplace dans l'expression de z(¢) :

2
(2)

z

. Il s’agit d’une parabole.
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Exercice 2. Manege

1. On choisit les coordonnées cylindriques par symétrie du probléme.

2.[r(t) =a;[0(t) = 27 ¢/T|; | 2(t) = heos(wt) |

3. 4(t) = 7€, + 108y + €. = a(2n/T)€ — hwsin(wt)é,.
t) = |[d(t)]| = \/(2ma/T)? + (hwsin(wt))2.

)

t) % = —a(2m/T)?€, — hw? cos(wt)e,.

t) = ||@t)|| = \/(472a/T?2)2 + (hw? cos(wt))2.

5. | amax = a(0) = \/(472a/T?)2 + (hw?)2 | = 0,58 m - s~ 2.

C’est tres inférieur a g, cette accélération est donc faible.
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Exercice 3. Ascenseur

1. Le graphe v = f(t) est constitué de trois portions de droites : la premiére de l'origine
au point A(3s,6m -s~?), la seconde horizontale jusqu’au point B(10s,6m -s~2), la
troisieme de coefficient directeur —ag = —1m - s~2 jusqu’a I’axe des abscisses qu’elle
coupe a linstant ¢ = 165s. Ainsi t; = 6s.

2.d = fod dx = folﬁ vdt. On estime l'intégrale graphiquement comme l'aire sous la

courbe. d =9+ 42+ 18 = 69 m.

3. Entret =0ett =3s:v =2t donc z = fot 2tdt = 12, la position atteinte au bout

de cette phase est x, = 9m. Le graphe est une parabole de concavité tournée vers le
haut.
Entret =3sett=10s: v =6m-s! doncx:9+f;6dt:9+6(t—3) =6t—09,
la position atteinte au bout de cette phase est z,, = 51 m. Le graphe est une droite.
Entre t =10set t = 16s: v = 16—t donc z = 51—|—f1t0(16—t)dt =51+ 16t —t2/2—
160 + 50 = —t2/2 + 16t — 59. Le graphe est une parabole de concavité tournée vers
le bas.
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Exercice 4. Spirale logarithmique

1. Vecteur vitesse : U = 7€, + r0¢&y soit

b
T=—e V(=& +wréy) |

-
Vecteur — accélération a = (# — r0®e. + (r0 + 2/0)é
by " "
i= e t/ (1= (wr)?) €, — 2wT &) |
=) b —t/T
2. v =|0]| = —e 1+ (wr)?|
T
b
a=|d| = —e /(1 - (wr)?2)? + (2wr)? d'ott |a = —e YT (14 (wr)?) |

= @] > lal] x cos(v,a)

72

2

(—((1 = (wr)?) — 2(w7)?) soit |T-d = —%(1 + (w7)?) |

—

— v

donc  cos(¥, @)

—
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Corrections [P1] Cinématique du point

—
bz (1+ (wr)?) — ) 3. La pierre touche la pomme s’il existe un instant ¢t > 0 tel que O?(t) = OM(t) soit :
= T . Pour conclure, | ¥, d = arccos ﬁ ) D I ]
+ (wT o o o o
——/ 1+ (wr)2(1 + (w7)? Dex—i—(H— t2) €, =v tez—k(v t——— — = t2> €,
(1 + (wr)?) 39 ot i ot (0t =L — 3

On remarque que cet angle est constant et obtu (son cosinus est négatif) donc que le

mouvement est décéléré. On identifi lon & : D . D Lot vot
n identifie selon €, : D = vy ol =
4. La distance élémentaire parcourue pendant la durée dt est d¢ = wvdt. On lin- ! VvD? + H? VvD? + H?
b 1 H 1 H
tegre pour obtenir la distance totale parcourue : L = Ze /1 + (wr)2dt = Selon €, : H — =gt? = vt ——=—x — —gt?> d’ott H = vt ——— qui duit
gre p p /0 - vV (wT) elon €, 59 Vg EEWIE 59 ol Vg T qui condui

Uot

b o A
T 1+ (wT)Z/O e /7dt donc | L = by/1 + (wr)2|. de nouveau a VDE+H?

. . R /D2 + H2
Exercice 5. Lance-pierre La pierre touche donc la pomme a l'instant [t = ——— |.
Vo
dv . . . A
1. L’accélération de la pomme est @ = —g ¢&,. Puisque d = T et que la vitesse initiale Remarque : cet instant n’existe pas toujours, car le mouvement peut étre interrompu

par larrivée de la pomme sur le sol. Il faut donc s’assurer que l'altitude de la pomme

de la pomme est nulle;son vecteur vitesse a 'instant ¢ est : ¥(t) = —gt €. Puisque o . )
reste supérieure a 0 pour cet instant.

dOP
U= dor (P désignant la pomme) et que sa position initiale est O—}g(t =0) =
de Exercice 6. Cycloide

Deé, + H é,, sa position a l'instant ¢ est :

1
O? =De,+ (H— gt2> €,

2

1. Si la roue ne glisse pas, 'arc IM a méme longueur que la longueur OI parcourue au

sol. Ainsi zc = OI = M1 c’est-a-dire .

2. OM = OC + CM avee OC = ro€y + RE, et CM = —R(sin(0)é, + cos(f)éy). On en

2. Le vecteur vitesse initial de la pierre (point M) est dirigé vers la pomme : sa direction déduit ‘ = R(0 — sin(0)) ‘ et ’ y = R(1 — cos(f)) ‘
est celle de Oﬁ (t = 0). On construit un vecteur unitaire @ dans cette direction en dii- .
O?(t—()) D H 3 ~_doM _ . e d 7= RO((1 S(0))é in(6)é
visant ce vecteur par sa norme : = Ep + €. CUE Ty Tt + g€, donc | = RO((1 — cos(0))e, + sin(0)€,) |
T 0P(t=0)| VDP+E D'+ @

— = o . . . . R S
Puisque la norme de la vitesse initiale est vg, le vecteur vitesse initial de la pomme IM = I@ +CM = Ré, — R(sin(0)€; + cos(0)€y) = R(~sin(0)é; + (1 — cos(f))y).

— —
C B — () — T — D > > On vérifie alors aisément que v - IM = 0 donc que ¢ est orthogonal au vecteur I M.
est : U(t =0) = v = vy > s €2+ o = = €.
vD?+H vD?*+ H Ceci signifie qu’a tout instant le point M est en rotation autour de I, le point de
Puisque Paccération est @ = —g €,, le vecteur vitesse de la pierre a 'instant ¢ vaut : contact avec le sol.

D H ) 4. Par définition d¢ = ||dOM|| = ||7]]dt.

1)07%D2 =P €z + <U0%D2 T - 9t> €z 2 _ Hl—}»||2 — Uazc + Ug _ 2 ( 1 _ COS 2 4 (sin(ﬂ))Q) _
. (RO)? (1 — 2cos(0) + cos?(0) +sin?(9)) = (R9)2 (2 - 2cos(e)) = (RH)? x

On I?rir.ni.tive pour obtenir son vecteur position OM. Sachant que sa position initiale Asin? 0/2) = (2 Ré sin(6/2) )

est lorigine, il vient :

i(t) =

sin(6/2) est positif pour 6 € [0,27] donc v = 2RAsin(A/2). On en déduit df =
- (vt 1 2) . 2Rsin(0/2)d6.
. — of ———— —
D? + H? D2+ H? 2

( ) P . 7 7172 .
La lOngueur de 1 arc de CyClOlde se CalC llle en bOIIlIIlant leb (ie [)laCeIIleIItb eleIIleIltalI (S5}
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pour @ variant de 0 & 27 (soit un tour de roue) :

L= /df = /% 2Rsin(0/2)d0 = 2R[—2cos(0/2)]3™ = 8R

Exercice 7. Parking hélicoidal

Soit T' la durée pour faire un tour, et donc de monter d’un étage. Ainsi la vitesse

. . 27 . . .
angulaire dans un plan horizontal est w = T et la vitesse vertical ascentionnelle est

ot
z T‘
En utilisant les coordonnées cylindriques d’axe celui de la rampe :
r(t) =R
27
t) ==t
At) =

On en déduit les coordonnées du vecteur vitesse : ¥ = Rwéy + v,€, donc la vitesse

V(@2rR)? + h?
instantanée est vy = ||7]| = /(Rw)? 4+ v2 = %

412 R
Le vecteur accélération est @ = —Rw?é, = —%é}.
1 115 . 471'2R11§ 1
Orﬁ:mdonc aZHaH:m:O,EMmS X

Exercice 8. Poursuite de chats
1. D’apres le schéma ci-dessous & gauche, le vecteur vitesse fait un angle 7/4 avec €y et

- v o -
U= —(—€.+¢€p) |

\/§
r(t) =710 — vt/V2|.

. La poursuite s’arréte quand les chats se retrouvent tous au centre, soit r(tf) = 0.
Cela se produit pour ty = V/2rg/v. La distance parcourue par chaque chat est alors
d=vty = \/iro.

.0

0(t)=—1n (

3w /4 avec €,.. Alors ¥ = v cos(3m/4)é, + v cos(w/4)é soitr

. T =17 + rféy donc 7 = 7 - & = —v/v/2. On en déduit

v

\/§r0 — vt

v/v/2 done 6 = v/(v/2r) =

) |

= U € = . En intégrant on obtient

\/Qro — vt
V2rg

5. Ce résultat se met sous la forme § = —In(r/ry) donc . C’est 1’équation

d’une spirale (logarithmique).

d-™
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