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1 Vocabulaire concernant les applications.

On considere E et F' 2 ensembles.

Rappelons qu’une application :

f E—F
x> f(x)
définit pour tout = € E, un élément f(z) dans F.

Siy= f(z) avec y € B et x € A alors ont dit que y est I’image de x et que x est un
antécédent de y.
L’ensemble des application de E dans F est noté F(FE, F) ou FF.

Si A est une partie de E alors
f(A) = {f(z)/x € A}
Si A et B sont des parties de E :
f(AUB) = f(A)U f(B)

Attention avec 'intersection !

Si B est une partie de F alors
f1(B)={x € E/f(z) € B}
Si A et B sont des parties de E :
fHAUB) = Y (AU Y(B)

fHANB) = 1A N fY(B)

Si A est une partie de E, alors on peut considérer la restriction f|4 de fa A :

f {A — F
o flale) = f(x)

Si une application f est la restriction d’une application g alors on dit que g est un pro-
longement de f.

Si A est une partie de d’un ensemble E alors on considere sa fonction indicatrice 14 :



E - {0,1}
14 mH{f(x)zlsixeA
flx)=0siz ¢ A

Si f:A— Betg:B — C sont deux applications avec A, B, C' des ensembles, on peut
définir leur composée :

A—=C
! { g0 f(z) = g((x)
Définition 1 Soit f : A — B une application.

e Sitout élément de B a au moins un antécédent, ou de maniere équivalente si f(A) =

B :

(Vy € B) (Jz € A) f(z) =y

on dit que ['application f est surjective

e Si tout élément de B a au plus un antécédent, ou de maniere équivalente si :
Vze A) (Vo' € A) f(z) = f(2)) = xz =1
on dit que ’application [ est injective

e Si f est ala fois injective et surjective ou de maniére équivalente quand tout élément
de B a un antécédent et un seul :

VyeB) (T axeA f(z)=y
Dans le cas ol f est bijective, on définit sa réciproque f~! par la relation :
(VyeB) (Ve ed) fla)=y <= y=Ff"(v)
Autrement dit :

A—B L, |B—A
z e flx) =y y = [Hy) =z avec f(z) =y
Onaalors foft=1Idget f1of=1Idy.

Les 2 notations f~! sont compatibles dans le cas ol f est bijective, en particulier, si

y€ B :
A ={"w}
Propriété 1 Si f : A — B et g : B — C sont deuxr applications avec A, B,C' des
ensembles :
e Si f et g sont injectives alors g o f est injective.
o Si [ el g sont surjectives alors go f est surjective.

e Si f et g sont bijectives alors g o f est bijective et dans ce cas :

(gof)t=flog™!



2 Vocabulaire concernant les fonctions réelles

On considere une fonction f (application définie sur une partie) définie sur un ensemble
E C R (souvent un intervalle) a valeurs réelles :

f E—R
r — f(z)
f est dite :
e constante quand, pour tout z, y dans E : f(x) = f(y).

e croissante quand, pour tout z, y dans E : si z < y alors f(z) < f(y).

e décroissante quand, pour tout z, y dans F : si x <y alors f(z) > f(y).

e strictement croissante quand, pour tout x, y dans E : si x < y alors f(x) < f(y).

e strictement décroissante quand, pour tout x, y dans E : siz < y alors f(z) > f(y).
Quand, pour tout x de E, si x € F alors —x € E alors f est dite :

e paire quand, pour tout x dans £ :

Soit T réel. Quand, pour tout = de F, si x € F alors x + T € FE alors f est dite
T-périodique ou périodique de période T quand : pour tout x dans FE :

flz) = fle+T)

Une fonction est dite périodique quand elle admet au moins une période non nulle.

Attention beaucoup de fonctions réelles ne sont ni paires, ni impaires, ni périodique.



f est dite :
e majorée (par M) quand : il existe M € R tel que pour tout x € E, f(z) < M.
e minorée (par M) quand : il existe M € R tel que pour tout = € F, f(x) > M.
e bornée quand : il existe M € R, M’ € R tel que pour tout z € E, M < f(z) < M.

La fonction f est bornée si et seulement si |f| est majorée.

E— F

Définition 2 la fonction f

est une bijection quand :
Vye F' dlzel: flx)=y

On peut alors considérer sa réciproque :
g = f’l F—F
y—= fHy)=a avee  flz)=y

On a dans ces conditions :
Ve e E:g(f(x))

Vye F: f(g(y))

Xz
y
3 Quelques rappels sur la dérivation

On considére une fonction f définie (au voisinage) d’un point a. Si la fonction f est
dérivable en a de dérivée f’(a) la courbe Cy a une tangente : la droite 7, de pente f'(a)
passant par le point (a, f(a)) c’est a dire d’équation :

To:y—fla) = f(a)(x —a)

Quelques regles de dérivation de base :f et g sont 2 fonctions définies et dérivables sur
un intervalle I > x, dérivables et a est une constante, a connaitre mais surtout a savoir
utiliser :

Expression Dérivée Condition de validité
e T
x x) x g(z) — f(z) x ¢'(x
o) £) o) 70
f(z) +g(z) f(z) +g'(x)
a.f(x) a.f'(x)
flaz +b) af'(ax + b)
() 2 (x) ()
i s fla) #0
f(g(x)) g9'(x) - f'(g(z))




Concernant la derniere formule (dérivée d’une fonction composée), on peut aussi la
retenir sous la forme tres pratique suivante : pour x € [ :

d(f(g(x))) _ dg(z) df(y)
dz dx dy

Voire la notation différentielle : pour x € I :
Siy=g(z), dy = ¢'(x) dz, ou dg(x) = ¢'(x) dz et du coup :

d(f(g(x)) =d(f(w) = f'(y) dy = f'(y)g' (x) dz = f'(9(x))g (x) dax

On rappelle que sur un intervalle I une fonction dérivable est :

avec : g(z) =y

e constante si et seulement si f' = 0.

e croissante si et seulement si f’ > 0.

e décroissante si et seulement si f/ < 0.

e Si f/ > 0 alors f est strictement croissante sur I (réciproque fausse!).

e Si f/ <0 alors f est strictement décroissante sur I (réciproque fausse!).

Ce qui permet de remplir le tableau de variation d’une fonction f.

Rappel : les fleches obliques dans un tableau de variations traduisent des fonctions conti-
nues et strictement monotones sur les intervalles considérés.

Sans le justifier completement ici, on utilisera dans ce chapitre le résultat suivant :

Théoréme 1 (Théoréme de la bijection dérivable) Sila fonction f est dérivable donc
continue avec f' > 0 sur un intervalle I = [a,b] alors :

x> f(z)
définit une bijection de réciproque
YUY
y= [Ty =a avee  f(z)=y
C’est a dire, que pour tout y € f(I), le probleme :
flx) =y

a une et une seulement solution qu’on note f~!(x).

Onaducoup:sizel: f71(f(z)) ==z
Siye fI): f(f7y) =y



Les graphiques de f et g = f~! sont symétriques par rapport & la droite y = x et on a

pour x € [ :
1

I =

ou si on note y = f(z) :
1

b

g(x) /

a

4 Fonctions valeur absolue

Si x est réel positif alors |z| = z et §'il est négatif alors || = —x. On obtient ainsi une
fonction valeur absolue définie sur R :
x —00 0 +00
abs’(z) -1 ] +1

+00 +00
abs(z) = |z \ /
0

5 Fonctions exponentielles et logarithmes

5.1 Fonction exp
Rappelons que la fonction exponentielle

R — R
exp :
r — exp(z) = €*



est dérivable sur R, et vérifie :

(Vz € R) exp/(x) = w = exp(z)

ainsi que ’équation fonctionnelle fondamentale :

(V(z,y) € R?) exp(z +y) = "™ = exp(z) exp(y) = e”e’
d’ou se déduisent les formules (z et y sont des réels, n est un entier éventuellement
relatif) :

exp(nr) = (exp(z))"
1
op(-w) = exp(x)
o exp(a)
exp(r —y) = p—
exp(l) = e ~ 2,71
x —00 0 +00
exp/(z) = exp(x) + 1 +
+00

exp(z)

On rappelle les limites et propriétés classiques :

Sizestréel:e®>x+1.

exp(z

~—

lim =400
T—+00 €T
—1
i P@ =1
x—0 x



5.2 Application a I’équation différentielle : v/ = ay.
On fixe ici zg € R, a € R.

Théoréme 2 (Equation différentielle y' = ay) La fonction f définie et dérivable sur
R a valeur dans R satisfait [’équation différentielle :

VteR: f'(t) = af(t)
f(0) = xo
st et seulement si :

Vte R :  f(t) = zoexp(at)

5.3 Fonction In

La fonction logarithme népérien :

I - R — R
r — In(x)

est déterminée par le fait que, pour tout z € R :
exp(ln(z)) =«

ou de maniere équivalente, pour tout x € R :
In(exp(z)) =z

La fonction In est dérivable sur R et vérifie :

1
(Vz e RY) In'(z) =~

x
ainsi que ’équation fonctionnelle fondamentale :

(V(x,y) € (]Ri)Z) In(zy) = In(x) + In(y)

d’ou se déduisent les formules (z et y sont des réels strictement positifs, n est un entier
éventuellement relatif) :

In(z") = nln(zx)

= —In(x)

— In(z) - In(y)
Infe) = 1



x 0 1 +00
m'(z)=1]] + 0 +
+00
In(x) 1/

On rappelle les limites et propriétés classiques :

Siz>—-1:In(1+2z) <.

lim In(z) =0
x——+00 T

lim zln(z) =0

5.4 Fonction log,

z—0t

In(1
lim M -1
x—0 xX

Si x est réel, poser 10° = exp(zIn(10)) permet de donner un sens aux puissances non
entieres de 10 tout en respectant les relations classiques des puissances. Si x et y sont réels :

e 10°.10v = 107+,
o (107)Y = 107¥

La fonction logarithme décimal :

]R*_; — R
log;, :
x — logy,(x)

est déterminée par le fait que, pour tout z € R :

1010g10(m) =

ou de maniere équivalente, pour tout x € R :

log,((10%) =«

On a, pour tout z > 0 :
In(x)

_In(z)

logo(z) =

La fonction log,, est dérivable sur R et vérifie :

(Vz € RY) logly(x) =

10

In(10) ~ 2,30°

In(10)x



ainsi que I’équation fonctionnelle fondamentale (V(z,y) € (R%)?) :

log,o(zy) = logo(x) + log(y)

ainsi que les formules qui s’en suivent...

6 Fonctions polynGmes et puissances

Pour n entier naturel non nul, la fonction puissance n : x — z™ est définie et conti-

nue sur R, la fonction puissance —n : x — 7" = xin est définie et continue sur R*. On

convient z° = 1 pour x # 0 et on évite 0°.

Une fonction f est dite polynome de degré n (n entier) quand il existe n € N et
(Gpy 1, ..., ag) des réels qu’on appelle les coefficients (a, non nul), tel que pour tout x
réel :

f(@)=apr" +an_ 12"+ +ag

On dit que f est unitaire quand a, = 1.

Propriété 2 Si 2 fonctions polynomes sont égales sur R alors leurs degrés et leurs coeffi-
cients sont les mémes.

Soit f une fonction polynome unitaire de degré 3 et « une racine de f : f(a) = 0.

Propriété 3 Dans les conditions précédentes, il existe b et c réels tels que pour tout x
réel :
f(z) = (x — a)(@* + br +¢)
Si x est strictement positif et a est un réel, on pose :
aln(z)

¢ =exp(aln(z)) =e

Cette définition prolonge les puissances classiques aux exposants « réels pour les arguments
x strictement positifs. On obtient ainsi la fonction puissance « :

{Ri - R

T — ¢

La fonction puissance o (z — 2®) est dérivable sur R* et a pour dérivée az®'. Elle est
croissante si a > 0 auquel cas on peut la prolonger par 0 en 0. On a les regles opératoires
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suivantes ( « et 8 sont réels, x et y strictement positifs ).
oz? = 2P

(xy)a — aya

8

8

VR
< |8
N~

Q
I
@|H
o 2

1 _
P
(@)’ = 2

. . . . N 1 . /s
Siz > 0 et n € N* on retrouve ainsi les racines n-iemes : Yr = x=» qui vérifient :
. . , [
({/x)" = x parmi lesquelles la racine carrée : /z = J/x = 22 qui vérifie (/x)? = .
Attention ces notations sont réservées aux arguments positifs : si x est réel :

Va? = x|

On rappelle les limites classiques : (comparaison des croissances) si a > 0 :

wa

lim — =0
z—+oo e¥

Limite classique (« € R) :

1 *—1
lim —< +2) =«
x—0 x

Quelques exemples de graphiques a avoir en téte :

-22 -2 -18 -16 -14 -12 -1 -08 -06 J -0.2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18

12



7 Fonctions hyperboliques

S’inspirant des formules d’Euler on pose : si z € R :

T —x r _ -z h Tz _ -z
e—i—Qe ’ Sh(x):e e | th(gj):s(x):e e

ch(w) = ch(z) e*+e®

ch est la fonction cosinus hyperbolique, sh est la fonction sinus hyperbolique, th
est la fonction tangente hyperbolique.

Les notations cosh, sinh, tanh sont aussi couramment utilisées.
On a la formule suivante dite Pythagore hyperbolique(a retenir), pour tout € R :

ch?(z) —sh?(z) =1

La fonction ch est paire. Les fonctions sh et th sont impaires.

On a le tableau de dérivées suivant

sh(z) ch(z)
ch(z) sh(z) '
th(z) | 1 —th?(z) = ()
x —00 0 +00
—+00 +00
ch(z) = sh'(x)
N4
+00
sh(z) = ch'(x) 0/
1
th(z) 0/
-1 —

13



th(z)

-1.5
sh(z)

8 Fonctions trigonométriques

8.1 Fonctions directes

La fonction cos est 27 périodique, paire. La fonction sin est 27 périodique, impaire.

La fonction tan (tangente) est définie par :

sin(x)

tan(z) = cos(z)

pour x tel que cos(r) # 0 autrement dit pour x = £ [n].

La fonction est tan est m périodique, impaire et on a le tableau de dérivées suivant

/

sin(x) cos(z)
cos(z) — sin(z) .
tan(z) | 1+ tan?(z) = )

14



T -3 0 3 T
1
sin(x) 0 / \ 0
1
cos(x) 0 / \ 0
/ \ _1/
+00 +00
t / /
an(z) 0 0
_OO/ _OO/
On a : si x est réel : |sin(x)| < |z|.
Limites classiques :
lim sin(x) 1
x—0 x
lim tan(z) =1
z—0 T

8.2 Application a I’équation différentielle : " = —w=y.

On fixe ici w € RY, 79 € R, yp € R.

Théoréme 3 (Equation différentielle v’ = —w?y) La fonction f définie et 2 fois dérivable

15



sur R a valeur dans R satisfait I’équation différentielle :

VteR: f"(t) = —w?f(t)

f(0) = g
f’(()) = Yo
st et seulement si :
VieR :  f(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)

avec A et B réels donnés par conditions initiales :

f(0)=A=ux
f(0) =wB =y,

En particulier le probleme posé a une et une seule solution.

Elle peut étre aussi recherché sous la forme :
VteR: f(t) = Acos(w(t — ¢))

les constantes A > 0 et ¢ € %’r étant a déterminer en fonction des conditions initiales.

8.3 Fonctions trigonométriques inverses
8.3.1 La fonction arcsin

Tm
Le tableau de variation de sin montre que si z € [—1, +1], il existe un unique y € [—5, 5]
tel que sin(y) = . On obtient ainsi une fonction (arcsinus) :

™ T
L4 =[5 5]
arcsin 2°2 T T

Ty = arcsjn(gj) & [—57 5] tel que sin(y) =X

On a ainsi :
e Six € [—1,+1], sin(arcsin(z)) = z;
e Sixe [—g, g], arcsin(sin(x)) = x;
e SizeRet ae[-1,+1],
x = arcsin(«) [27]
sin(x) = « si et seulement si ou

x =7 — arcsin(a) [27]

16



Par application des résultats sur la dérivée d’une réciproque, on obtient, en utilisant le
T
fait que arcsin(z) € [—5, 5] et donc cos(arcsin(z)) >0, si v €] —1,1] :
arcsin’(z) = ! = 1 — 1 _ 1
sin’(arcsin(z))  cos(aresin(z)) /1 —sin®(arcsin(z)) V1 — a2

T —1 0 1
arcsin’(z) [| + 1 +

arcsin(x) 0

sin)

8.3.2 La fonction arccos

Le tableau de variation de cos montre que si z € [—1,+1], il existe un unique y € [0, 7]
tel que cos(y) = z. On obtient ainsi une fonction (arccosinus) :

[_]-7 +1] - [07 ﬂ-]
arccos
x +— y = arccos(x) € [0, 7] tel que cos(y) =z

On a ainsi :
e Six € [—1,+1], cos(arccos(z)) = x;
e Siz € [0, 7], arccos(cos(z)) = x;
e SizeRetac|[-1,+1],

cos(z) = a si et seulement si & = £ arccos(a) [27]

17



Par application des résultats sur la dérivée d’une réciproque, en utilisant le fait que

arccos(x) € [0, 7] et donc sin(arccos(x)) > 0, on obtient, si x €] — 1,1] :

—1

arccos’(r) = ! = ! = ! =
~ cos'(arccos(x))  sin(arccos(z)) /1 — cos?(arccos(z)) V1= 22
T -1 0 1
arccos'(z) || — -1 — |
arccos(z) \% \O

0.5

On montre que, si z € [—1,1] :

arcsin(x) + arccos(x) = g

8.3.3 La fonction arctan

Le tableau de variation de tan montre que si x € R, il existe un unique y €]
que tan(y) = x. On obtient ainsi une fonction (arctan) :
T
R—=)——, =
|- 220

arctan T
x — y = arctan(x) €] — 5 5[ tel que tan(y) = x

18
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On a ainsi :
e Six € R, tan(arctan(x)) = x;
e Sixe|— g, g[, arctan(tan(z)) = x;
e SizeRetaeR,

tan(z) = « si et seulement si x = arctan(«) [7]

Par application des résultats sur la dérivée d’une réciproque, on obtient, si z € R :

1 1 !
t ’ _ — = .
arctan’(z) tan’(arctan(z)) 1+ tan®*(arctan(z)) 1+ a?

2.5

1

arctan(x) |

0.5 !
|

1

|

35

-0.54

arctan(x) 14

-2.51

On montre : si z € RY :

tan(z) + arct L
arctan(x arctan — = —
x 2
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O Tableau des dérivées

On rappelle le tableau de dérivées suivant (u est une fonction dérivable).

Expression f(x) Dérivée f'(x) Domaine de validité
" na" ! necz
u” nu'unt
x® az®! a€Rz>0
u® wau®t ac€Ru>0
1 Yy
- 1; u#0
U 1L
e’ e’
e u'e®
In(|«]) : 40
n(|x - x
x/
In(u) = u>0
1
cos(x) — sin(x)
sin(z) cos(x)
1 T
20,
tan(z) 1 + tan®(z) = o2 (2) R — {5 +kr/k € Z}
—1
arccos(x —_— —-l<z<l
( ) \/ 1 1— [L’2
arcsin(x —_— —l<x<l1
( ) \VA 1 1— ZE2
t
arctan(z) s

Savoirs et savoirs faire indispensables

Savoirs

Connaissance des fonctions élémentaires et leurs propriétés principales (tableau de va-
riations, dérivée ...).

Savoir-faire

Etude de fonctions simples. Calcul d’une dérivée composée. Identification d’une bijection.
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