Corrections [P7] Oscillateurs amortis

Exercice 1. Conditions initiales Or, iy = C(%C _ —C% don %(t — 0") = —E/(RC).

1. Premier circuit
Exercice 2. Circuit LC avec générateur

Circuit équivalent a t = 0~ (régime stationnaire) Circuit a ¢t >0
K di
0 1. En convention récepteur, la caractéristique de la bobine s’écrit uy = Ld—z. Or la
du du
O+ caractéristique du condensateur s’écrit ¢ = C T donc uy, = LC 1
1O A [ AC T
La loi des mailles uy, +u = E donne alors : LC’@ +u=F.
0
X . . s , . . . . .. d?u 2 2
At < 0il n’y a aucun courant car le circuit équivalent en régime stationnaire est On met sous forme canonique en divisant par LC : 1 +wyu = wyE | avec
ouvert. Alors u = 0 par la loi d’Ohm.
Par continuité de Dintensité du courant qui traverse une bobine, i(t = 01) = wo = b A
i(t = 07) = 0. Par continuité de la tension aux bornes d’un condensateur, vVLC
u(t=0")=u(t=0")=0. 2. Par continuité de la tension aux bornes d’un condensateur, u(t = 0%) =0 et par
s -5 . U .
D’apres la loi d’Ohm, iy = R 0at=0". continuité du courant qui traverse une bobine, i(t = 07) = 0. Puisque i = C’E, on
D’apres la loi d ds, i1 =i—ia=0at=0". du
apres la loi des nceuds, i1 =i — i a w w en déduit E(t — 0ty = 0.
La relation courant-tension du condensateur s’écrit io = C— donc — (¢t = 07) = 0. e —— . . . )
dt dt 3. La solution de I’équation homogene est la méme que pour la régime libre vu en cours :
2. Deuxiéme circuit ug (t) = Acos(wot) + Bsin(wpt). Une solution particuliere est up(t) = E.
Circuit équivalent a t = 0~ (régime stationnaire) Circuit 8t >0 La solution générale de Iéquation différentielle est donc u(t) = up(t) + up(t) =
I c C E + Acos(wot) + Bsin(wot).
0 . du :
—— On a aussi o (—Asin(wot) + B cos(wot)).
%

On impose les deux conditions initiales : u(t = 07) = E4+ A =0dou A = —F et
d
dit‘(t = 0") =weB =0 d'oit B = 0.

On a alors ‘ u(t) = E (1 — cos(wpt)) ‘ et ‘z(t) = CEuwy sin(wot) ‘

#(]) " d | {r =t

At <0, u =0 en régime stationnaire car c’est la tension aux bornes d’un fil dans le
circuit équivalent. Ainsi aucun courant ne traverse la résistance donc aucun courant
ne traverse le circuit, la source nétant pas branchée.

1 1
4. L’énergie emmagasinée dans le condensateur est Ec = 50112 = §C’E2 (1 — cos(wot))?

1
L ) o ) ) ) ) L’énergie emmagasinée dans la bobine est & = ~Li? = ~LC?E%w3 (Sin(wot))2 =
Par continuité de I'intensité du courant qui traverse une bobine, i1 (t = 07) =iy (¢t = 1 2 2
07) = 0. Par continuité de la tension aux bornes d’un condensateur, uc(t = 01) = 5C’E? sin?(wot) avec wi =

uc(t =07) = 0 car le condensateur est initialement déchargé.
Pour ¢ > 0, la loi des mailles s’écrit u = E — uc.Donc u(t = 07) = E. )
E Ciot =Ec+ &L = §CE2 (1 — 2 cos(wot) + cos®(wot) + sin®(wot))

. . wu .
Selonlalmehsz:E:Eatz()“‘.

E
D’aprés la loi des noeuds, ¢ = 41 + 99 = = at=0"%.

1
LC’
L’énergie totale emmagasinée par ces dipoles est donc :

1
§CE2 (2 — 2cos(wpt)) en utilisant I'identité remarquable trigonométrique.
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Pour conclure, | Eor = CE?(1 — cos(wot)) ‘

5. La  puissance recue est la  dérivée de D’énergie  accumulée
dé .
Pregue = dttOt = C'E%wy sin(wot) |

La puissance fournie par le générateur ’ Pa = Ei(t) = CE?wysin(wot) | et est effecti-

vement égale a la puissance totale regue par le reste du circuit.

Exercice 3. Suspension automobile
1. Soit le systeéme (S). A Péquilibre, il est soumis :

— a son poidsﬁ:Mg’:—Mgé'Z ,

— a la force de rappel du ressort F = —k(¢ — £y)Uext. La longueur du ressort est
{ = za—z2c = ze — R et le vecteur unitaire extérieur est vertical ascendant donc
F=—k(ze — R—{p)e..

D’apres le principe fondamental de la dynamique (PFD) dans le référentiel terrestre
supposé galiléen, P + F' = mdg = 0 a léquilibre.

M
En projetant sur €, il vient —Mg — k(ze — R — {y) =0 donc |z, = R+ €y — Tg
2. En dehors de ’équilibre (S) est soumis :
— & son poids P= —Mge,,
— 4 la force de rappel du ressort F= —k(zg — R—{y)ée, ,
— ainsi qu’a la force de frottement fluide f: —MUg — Uc) = —A2g€, puisque C

est a altitude constante sur une route horizontale.

D’apres le PFD, P+ F+ f: mdg ou dg = 2G€,.

En projetant sur €, il vient : —Mg — k(z¢ — R — fo) — M\2¢ = MZg dou
zZa + MZG + Mzg = Mze .
3. Le régime transitoire critique correspond a un discriminant nul pour ’équation ca-
A k ANk
ractéristique r? + —r + — =0, soit A = () —4— =0dou |\ =2vkmg |
mo mg mg mo
2
A k 4k k
4. 59 M = mg+m, A = |——— | —4— = m02_47:
mo +m mo +m (mg +m) mo
4km , . o R
————— < 0. Le régime transitoire est donc quasi-périodique.
(mo +m)

A VATAN
5. Les racines de l’équation caractéristique sont — + i . La
2(mo + m) 2
vV—=A vk
pseudo-pulsation est Q@ = —— = _vrm donc la pseudo-période
2 mo +m
T— 2r  2m(mg +m)
Q VEm |
4 2 2
6. k=m0 tm)” o 0N
mT?

Exercice 4. Etude d’un circuit

1. Avant la fermeture de 'interrupteur on a un circuit RLC en régime libre. En régime
permanent, toutes les grandeurs électriques y sont nulles : i(t = 07) = 0 et u(t =
07)=0.

Par continuité, elles restent nulles aprés fermeture : i(t = 07) = 0 et u(t = 07) = 0.
d
2. L’intensité ¢ du courant qui traverse la branche du condensateur vérifie i = C di:
I . Cy ) du
D’apres la loi des noeuds, Iy =4+ 4" donc |i = Iy — CE .
du Io
Pui i(t=0%)=0,il vient | —(t =0") = = |
uisque i( ) il vient | — ( ) c
3. En appliquant la loi des mailles dans la maille de droite, on a uy, = ug + uc d’ou
di
LE =Ri'+u= RC —|— u.
En utilisant I’ expressmn de 7 obtenue a la question précédente, on obtient 1’équation
d2
différentielle pour w(t) : —LC’d— = RC’* + u.

En divisant par LC' et en réorganisant les termes, on obtient ’équation différentielle
sous forme canonique :

d?>u  Rdu 1
+—=u=0
a2 T L dt LC
C’est la forme canonique d'un oscillateur amorti du deuxiéme ordre, avec w? = 7@
ot B w0
L Q@
1 L 1 /L
On a donc WO—\/TT =5,O><103rad-s_l tQ:%ZE 5:570
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4. Le polyndéme caractéristique associé a géquation différentielle %omogéne est P(x) = 20 Tu/V
z? + %x + w? de discriminant A = @ —4wd = — 4w <1 - 4Q2) < 0.
Les deux racines dont des complexes conjugués : r = —%iiwo 1-— TCIQQ = —%iiQ 2
avec ngz% =2,0ms et | Q = wy 1—& =4975rad - s~ 104
La solution générale de D’équation différentielle (qui est homogene) est alors 5

u(t) = et/ (Acos(Qt) + Bsin(Qt)) ‘ | /\ A
du /\ N sl e lms

T . = 7t/'r N e ——
La dérivée est i ((BQY— A/T)cos(Qt) — (AQ + B/7)sin(2t)) | \/ \/é \6/ ~7\/ !

d

On impose les conditions initiales : u(t = 07) = A =0 et d—?(t =0")=BQ-A/r = 51
Io I 1 R wo 1 1
— d B = =L = kR, k= —— L oD =
o onc o0 RI, avec ROQ Or RC = LC x T 0 Xwg o

—10 |
donc k = “oQ - @ =5,0.

oo/ T-1/(3Q7)  /1-1/(4Q2)
Pour conclure, la solution est : |u(t) = LRI(;@_”T sin(Qt) | (ci-contre). —15
1-1/(4Q?)

. . . N 1d d?
Exercice 5. Circuit RLC parallele En conclusion, on obtient I’équation différentielle Editt + $ + % =0\

d2
a2
On identifie la pulsation propre |wg = 1/VLC |= 1,00 x 10*rad - s~*

iR - ir ) . .
icy 3. On met cette équation sous forme canonique :

R cC— L U

(1/RC)— +(1/LO)u

Le facteur de qualité est tel que wo/Q = 1/(RC) d’ou |Q = RCwy = R\/C/L| =
0,500. Le régime transitoire est donc critique.

1. En régime stationnaire la bobine est équivalente a un fil donc u = 0. Puisque c’est la
tension aux bornes du résistor, le courant qui le traverse ig = u/R = 0. Le conden- 4. La solution générale de I'équation homogene est u(t) = (A + Bt)e“°".

t t équivalent & un int t t donc 1 t quilet ic =0. , . s e du
sa’ eur\ e qulva G & HH HIBETTUPLEnt Ouvert donc 1o Cf)urfm qutfe traverse o = 10 On détermine A et B a 'aide des conditions initiales sur u et —.
D’apres la loi des noeuds le courant qui traverse la bobine i;, = Ij. dt

s . 1 ) —
2. At >0, le circuit est représenté ci-dessus. La loi des noeuds s’écrit iz +ic + iy, = 0. Par continuité de la tension aux bornes du condensateur, u(0") = 0. Or u(07) = A

dig dic dig si bien que A = 0.
On la dérive, alors a + a + T 0. De plus ig(0") = u(0T)/R =0 et iy, (0") = Iy par continuité du courant traversant
Puisque ugp = Ri, dZ—R = ld—u De plus ic = C’— donc dic = CdzJ. Enfin la bobine. On en déduit que i (07) = —I,. & ic/C donc d—u(()*) =—1,/C.
dis d' dt Rdt’ dt dt de? ’ d d dt dt
i u - . du o
_Li =u/L. e B—- B wot > ~—~(0t)=RB B=_T )
gr don X u/ Or pr = ( wot)e d’on gr (0h) si bien que 0/C
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Corrections [P7] Oscillateurs amortis
En conclusion, ‘u = —(Iot /C)e—‘*’ot . 3. Initialement les condensateurs sont déchargés en l’absence de générateur donc
uc(0T) =0 et u(0T) = 0.
—u At = 07, la loi des mailles sécrit E = ugr(0") + uc(0") + u(0F) =
d
Ri(0"). Ainsi i(0%) = E/R d'ow u(0T)/R + Cd—;‘(oﬂ — EJ/R si bien que
d
d%(oﬂ = E/(RC) = E/r.
4. Le polynome caractéristique est 2 + 3wor + w? = 0. Le discriminant vaut A = 5w?
donc les racines sont r = (—3wp + v/5wp)/2 = (=3 £+/5)/(27).
1 1 1 La solution générale est u(t) = Ae(=3+V5)1/(27) 4 Be(=3-VH)t/(27),
T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 wol u(0t) = A+ B =0 donc u(t) = A (e<—3+ﬁ)t/<2ﬂ — e(—?’—ﬁ)t/(?ﬂ).
Alors du =A <_3 i \/5e(—3+\/5)t/(27) B \/ge(—zs—x/g)t/(%))
Exercice 6. Circuit RC série/RC paralléle dt 27 2
2 E E
uc Ainsi d—u(O"’) = Aﬁ = — donc A= —.
UR dt 27 T V5
4&'_': | | En conclusion :
R | | E [ _s_5 (345
C u(t) = — (6 (B-VB)t/(2r) _ ,~(3+ 5)t/(27’)>
ETC) R c—— |u V5
. \ &%, u
iy c
1. D’apres la loi des noeuds, le courant ¢ sortant du générateur est tel que i = i’y + i, = 0,3E +
du
u/R+C—.
/ Tt . 0,2E 1
D’apres la loi des mailles, £ = ug + uc + u.
duR du
On dérive : 0 = — ot + —.
n erlved 1 + uct + 1 . ) 0,1F 1
Or, i = S et ugr = Ri donc on obtient 0 = RS 4+ i/C + <
d¢ d , 4t 0 : : : : ; : :
d du d 0 t
En r;nplaga;t par l’expression de 4, il vient : 0 = d—?—&—RCd—tg —l—u/(RC)—&—d—? ditl = lr2r 37 4r 57 67 TT
U u
RC— +3— RC).
a3 Tu/RC)
d?u

du 9
@'F(S/T)E-FU/T =01\

2. et wo/Q = 3/7 donc QQ =wr/3 =1/3. Le régime transitoire est donc

apériodique.

On met cette équation sous forme canonique :
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