SIT — MPSI / Séquence n° 5 — Modélisation, prévision et
vérification des performances cinématiques des systémes

Modélisation des performances
cinématiques des systemes

Objectifs
La finalité de ce cours est de prédire les mouvements des solides des ensembles
mécaniques connaissant ceux générés par les actionneurs ou de caractériser les
liens entre les mouvements d’entrée et de sortie des transmetteurs : rapport
de réduction des réducteurs (trains épicycloidaux ou autres), nature et lien
des mouvements pour les mécanismes de transformation de mouvement (bielle
manivelle, croix de malte, pompe a pistons axiaux et radiaux, etc.).
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1 Introduction

Le mot cinématique dérive du grec kinéma, kinématos qui signifie mouvement et définit
la partie de la mécanique qui étudie les mouvements indépendamment des causes qui
les provoquent. Les grandeurs étudiées en cinématique s’appellent trajectoire, vitesse et
accélération et dépendent toutes du choix d’un référentiel. Dans ce cours, nous adopterons
le point de vue de la mécanique classique ou newtonienne (non relativiste) pour laquelle il
existe une notion de simultanéité temporelle absolue permettant de découpler les notions
d’espace et de temps. On considerera ainsi que le temps s’écoule de la méme fagon dans
tous les référentiels et agit donc comme un parametre immuable et indépendant de ’espace
ou des objets physiques, tel qu'un changement de référentiel se limite a un changement de
repere. On fera de plus souvent I’abus de langage : Repére ~ Référentiel.

Dans ce qui précede, nous avons montré que ’espace associé a un solide indéformable
peut étre rapporté a un repere (orthonormé direct). On peut donc en déduire que le
caractere indéformable des solides leur confere une nature géométrique (conservation
des angles et distances) similaire a celle de 1’espace physique (ou d’observation). Par
conséquent, dans ce cours nous allons étudier les mouvements des solides par rapport a
d’autres, caractéristiques des mécanismes.

2 Trajectoire, vitesse et accélération

On considere dans ce qui suit un solide S auquel est associé un repere R = (O, 7, 7, 7)
en mouvement dans un référentiel Ry = (O, :?g, %, ?g)

2.1 Trajectoire d’un point d’un solide dans un référentiel

Chaque point M d’un solide & en mouvement par rapport a un repere R, occupe a
chaque instant ¢ une position dans le repere Ry telle que les points M € S et M(t) € Ry
coincident. Au cours du temps, chaque point M € S décrit alors une courbe €' (M) dans
le repere Ry appelée trajectoire du point M € S dans le repére Ry.

Définition 2.1 (Trajectoire d’un point d’un solide)

La trajectoire d’'un point M € § par rapport a un référentiel Rg est le lieu des positions
successives occupées par le point M dans le repéere Ry au cours du temps. C’est donc une
courbe dans Ry définie par :

C(M)={M(t) |t R} e Ry

Une trajectoire est orientée et suit le sens du mouvement.

Remarque 2.1 (Une trajectoire est toujours définie dans un repére)
La trajectoire d’un point d’un solide dépend du référentiel d’observation choisi : il est
donc impossible de parler de trajectoire sans mentionner explicitement un repere!



2.2 Vitesse d’un point d’un solide dans un référentiel

Sauf dans le cas particulier d’'un mouvement de translation, parler de la vitesse d’un
solide n’a pas de sens. Par contre, on peut toujours définir la vitesse de chaque point d'un
solide § en mouvement dans un repere Ry.

Définition 2.2 (Vitesse d’un point d’un solide)
La vitesse instantanée d’un point M € S dans son mouvement par rapport au référentiel
Ry, d’origine Oy, est égale a la dérivée par rapport au temps et a l'instant ¢ du vecteur

position OgM (t) dans la base du repére Ry ; formellement :

—— [OM(t+ At —OM(1) A0y M
Vis/mo = limy At =~ Y
Ro

Remarque 2.2 (Vitesse absolue d’un point)
Cette définition de la vitesse d’'un point M dans un référentiel Ry, d’origine Oy, a
I'instant ¢ correspond a celle de sa vitesse absolue. Elle peut aussi étre notée

— dOoM
Vaurmo = =g

(t)

Ro

sans mention du solide S.

Remarque 2.3 (Dérivation et base)

La dérivée par rapport au temps d'un vecteur n’a de sens que dans une base associée a
un espace d’observation. Si on prend R comme repére d’observation, de base By, alors
la dérivée peut se noter indifféremment dans la base By ou dans le repere Ry.

Remarque 2.4 (Notation des vecteurs vitesses)
Comme le vecteur position, le vecteur vitesse dépend de 'instant choisi. Cependant,
afin d’alléger les notations, cette dépendance ne sera jamais mentionnée explicitement.

2.3 Accélération d’un point d’un solide dans un référentiel

Définition 2.3 (Accélération d’un point d’un solide)
L’accélération instantanée d'un point M € § dans son mouvement par rapport au référentiel
Ry, d’origine Oy, est égale a la dérivée seconde par rapport au temps et a I'instant ¢ du

vecteur position OgM (t) dans la base du repére Ry ; formellement :

— —
F—) . d2OoM . dVMyg/RO
M,S/Ry = T(t) = ?(t)
Ro RO



COMPLEMENT MATHEMATIQUE — Dérivation vectorielle

Soit ¥ un espace vectoriel orienté de dimension 3 (I’ensemble des vecteurs de 'espace).
Soit B = (el,e_g),e_g) une base orthonormée directe de #. Soit ¥ : R — ¥ une
application de classe C!, appelée fonction vectorielle. Les composantes de U dans
B sont trois applications (u;)1<i<3 de classe C* de R dans R respectivement définies
comme

Vi e [1,3],w(t) =7 (t)- € .
Pour faire simple, 7(t) est un vecteur dont les composantes varient dans le temps.

Définition 2.4 (Dérivée d’une fonction vectorielle)
La dérivée de o/ a l'instant ¢ dans la base B est le vecteur :

du duy .y duy,  —y dug, . _
T ——(¢ ) = E(t) e +§(t) e E(t) €3

admettant comme composantes dans la base B les dérivées par rapport au temps des
composantes dans B.

Propriété 2.1
Soient U et U deux applications de classe C!' de R dans ¥, f et g deux applications
de classe C! de R dans R et B une base orthonormée directe de ¥, alors il vient :

d(@-7)| _
|, dt 7 g dt
d(TAD)|
A T /\7+7/\ dt
d(fd +g7)| _df dg
a |, dt7 ar +dt7+9dt8

avec une notation « fonctions » supprimant les dépendances explicites en t.

Définition 2.5 (Vecteur mobile)

On appelle vecteur mobile sur ¥ une application non constante de classe C! de R
dans 7.

Proposition 2.1 (Dérivée d’un vecteur mobile unitaire)

La dérivée par rapport au temps d’un vecteur mobile unitaire est orthogonale a ce
vecteur.

Démonstration. Soit V(t) un vecteur mobile unitaire quelconque tel que Vt € R,




1T (£)]| = 1; dot :

d(d - ) du
WETY _ 580 =g
dt . dt |4
Comme © est non nul, pour que le produit scalaire soit nul :
du —
— soit rol 0, c’est-a-dire que les composantes du vecteur 7 sont constantes

dans B, ce qui n’est pas possible pour un vecteur mobile;

sont orthogonaux.
B

d
— soit les vecteurs U et i

Définition 2.6 (Base mobile)

On appelle base mobile sur ¥ application B : t — (e1(t), e (t), € (t)) qui associe
a chaque instant une base orthonormée directe constituée de trois vecteurs mobiles
unitaires.

Proposition 2.2 (Taux de rotation)

1l existe un unique vecteur permettant de définir le taux de rotation d’une base mobile
orthonormée directe B(t) = (e1(t), €5 (t), € (t)) par rapport d une base orthonormée

directe By, noté Qpp,, tel que :

de; o

iy (t) N = Qp/5,(t) N (t)

Vi € [1,3],

Démonstration. Pour démontrer 'existence et 'unicité du taux de rotation, commen-
cons par exploiter la propriété de normalité des vecteurs de la base mobile B tel que
I’on puisse écrire chaque vecteur dérivé comme une combinaison linéaire :

de;
At
de;
e (t)
de;
dt

)] = 0l12€—2> + a13e—3>
Bo

— —
= ag1€e1 + Q23 €3
Bo

)| = G31€_1> + a32€_2>
Bo

impliquant au total six réels (a;;)i<;i i<3.2;. Comme les trois vecteurs de base sont
J)1<8,j<3,i#]




deux a deux orthogonaux, il vient :

— _, ded _, def
el - e =0 = 61'E +€2'E =0 <<= a9 tap=0
Bo BO
— = — des — deg
e1-e3=0 = ef - — I By 0 —— =0 < az +a3=0
dr |, dt |,
— = — des — dey
e3-e3=0 = €3 - — +e3 - —— =0 <= azx+a3=0
at |, at |,

Il ne reste donc que trois parametres indépendants. En ne conservant que ais, as3 et
asi, il vient alors :

def — — dej — — deg — —
= Q1263 — G31€3 , = —aj12€ +asze3 et = agiei + az3e€s
dt |, dt |, dt |,
0 0 0

qui peut s’écrire

_ de; — —
Vi € [1, 3], dtZ = Qg/B, N e avec Slg/p, = s3] + az1€5 + ai0€; .
Bo

Théoréme 2.1 (Dérivation vectorielle)
Les dérivées temporelles d’un vecteur oV mobile dans deuz bases différentes By et B

P
lices entre elles par le tauzx de rotation Qg/p, sont lices par la relation :

—
aF QB/BO VAN 7

dt |,

dt |,

souvent appelée « formule de Bour ».

Démonstration. Soit 7(1&) un v ecteur mobile quelconque dont les composantes dans
la base mobile B(t) = (ef(t), e (t), e3(t)) sont trois applications de classes C'! telles

qu’il s’écrive :

d7 3 dUi dgf
T =S (Fozorun Fo| )




Comme les vecteurs dérivés des vecteurs de la base mobile sont définis comme

de; —
Vi e [[173]]7 Ti :QB/BO/\EZ?
Bo

par simple substitution il vient :

o] =3 (&0 #0+ o0 Tm a7)
=5 (S0 20) 48w A (S0 )7
2w, o(®)

3 Champ des vecteurs vitesses, torseur cinématique

On consideére dans ce qui suit un solide S auquel est associé un repere R = (O, 7, 7, 7)
en mouvement dans un référentiel Ry = (O, 70, %), ?5)

Définition 3.1 (Champ vectoriel)
On appelle un champ vectoriel sur £ une application

x: & —=&EXY
M = (M,v(M))

qui & tout point M € £ de l'espace associe un vecteur o (M) € ¥.

En pratique, pour simplifier ’écriture, on confond souvent le champ y avec sa valeur en
un point v(M). D’un point de vue géométrique, un champ de vecteurs consiste simplement
a mettre un vecteur en chaque point de I'espace.

Le champ des vitesses des points d’un solide & dans un référentiel Ry est un champ
vectoriel. Il correspond a I’ensemble des vecteurs

{VM,S/RD | MGS}

Définition 3.2 (Champ de vecteurs équiprojectif)
Un champ de vecteurs x, de valeur v, est équiprojectif sur £ si :

YM,N € &, (T(M)— T(N))- MN =0



3.1 Vecteur vitesse angulaire d’un solide en mouvement par
rapport a un référentiel

Pour connaitre les variations temporelles de 'orientation d’un solide S — auquel on a
associé un repere R, de base B — dans un référentiel R, de base By, il est nécessaire de
définir le taux de rotation ou vecteur vitesse angulaire d’un solide.

Définition 3.3 (Vecteur vitesse angulaire)
Le vecteur vitesse angulaire ou de rotation (instantané) du solide S dans son mouvement
par rapport au repere Ry correspond au vecteur

\

\
7

Qs/ro = Qs/8,

ol (?/BZ est le taux de rotation qui caractérise les changements d’orientation de la base B
par rapport a la base By :
— sa direction correspond a l'axe autour duquel la base B tourne par rapport a la base
By ;
— son sens correspond a celui de la rotation (selon la régle de la main droite) ;
— sa norme correspond a la vitesse angulaire en rad-s~! & laquelle se fait cette rotation.

Propriété 3.1 (Antisymétrie du taux de rotation)
Le vecteur taux de rotation est anti-symétrique :

/sy = — Qo8

Démonstration. D’apres la formule de dérivation vectorielle, on a pour tout vecteur K
non nul :

v
dt

— dv
+ QB/BO A 7 et E

B

:d7

a7 v
dt N

—
d +QBO/3/\7

Bo

Bo B

d’ou :

\

- T —
v7 #+ 0, (QB/BO + QBO/B) A 7 =0 <— QB/BO = _QBO/B

Proposition 3.1 (Taux de rotation plane)

Lorsque deux bases orthonormées directes ont un axe confondu, le vecteur tauzx rotation est
porté par l'aze commun et sa composante sur cet aze est la dérivée de l'angle qui repére la
rotation.



De fagon pratique, on déterminera souvent le taux de ro-

tation reliant deux bases orthonormées directes de l’espace N
Bo = (7,5, 7) et B = (¥, Y, 7), & partir d’une figure o Yo
géométrale. Ainsi, si le vecteur commun (la normale au plan 7
de la figure) est % = 7 et que l'angle orienté défini est
0= (7, @) = (y5, ) alors le taux de rotation est : i
_>
— . v _ 7 i)
Qg =07 0
Démonstration. A partir de la figure géométrale, on a :
= () 47’ Y win() =\ _ g
T = cos(0)Z4 + sin(0) g = | = 0 (—sin(0)z4 + cos(0)75) = 6
¢ Bo
d . .
Y = cos(0)yg — sin(0)z — (3 = 0 (—sin(0)y — sin(0)z)) = -0
Bo
a7
dt |

De la troisieme expression, on trouve que le taux de rotation est colinéaire a B
P — e
QB/BO N ? =0 < JdNeR, QB/BO = )\?

En exploitant ce résultat dans les deux autres directions puis, par identification, il vient

alors :
N )
Qpp, N7 =\ =07 g
Qpp, N Y = AT = 07
d’ou le résultat. n

3.2 Champ de vecteurs vitesses d’un solide en mouvement par
rapport a un référentiel

\ \

Puisqu’on associe a chaque solide indéformable un repere, les vecteurs Vi s /R; et Qs/r,
caractérisent le mouvement du solide & par rapport au référentiel Ry. Le solide étant
indéformable, il est possible de définir la vitesse en tout point du solide N € S.

Théoréme 3.1 (Champ de vitesses)
Les vecteurs vitesses de deux points M et N d’un solide S en mouvement par rapport a un
référentiel Ry sont liés par la formule de changement de point :

\ \

Viv.s/ro = Vars/re + Qs/ry AN MN

10



Démonstration. A partir de la définition, on obtient :

‘/—> - dOyN B dOy M dMN
N:S/Ro = " qg T dt
Ro Ro Ro
_—
Vir,s/Rrg

qui avec la relation de dérivation vectorielle

dMN dMN >

1 = 1 +QS/R0 A\ MN(t)
Ro R
T

0

ou nous avons exploité ’hypothese de solide indéformable — qui revient a considérer que
I’expression du vecteur M N est constante dans le repere R — conduit a la relation de
changement de point :

Vi.s/re = Vars/re + Qs/ry A MN

souvent appelée « formule de Varignon » en hommage au mathématicien francais Pierre
VARIGNON. [l

Partant de ce point, la connaissance de la vitesse d'un point du solide et du vecteur
de rotation du solide S par rapport au référentiel Ry permet de définir I’ensemble des
vecteurs vitesses appelé champ des vecteurs vitesses.

Théoréme 3.2 (Equiprojectivité du champ de vitesses)
Le champ des vecteurs vitesses est équiprojectif, c’est-a-dire qu’il vérifie la relation :

VM,S/R; -MN" = VN,S/R; -MN’

Démonstration. Le solide S étant indéformable, la longueur (M N) est invariable, ce qui
s’écrit
_— — N
d(MN -MN — s dMN
( ) v

dt dt =0

Ro

En exploitant la relation de Chasles MN = MO, + OyN et apres division par 2, il
vient :

—
— [ dOyN dOgM
0 0

d’ott on obtient la définition de I'équiprojectivité du champ de vitesses par simple réarran-
gement des termes de chaque coté du signe égal. O

11



3.3 Torseur cinématique

Les champs vectoriels équiprojectifs (ou antisymétriques) sont appelés torseurs. Dans le
cas de la cinématique, le mouvement d'un solide & dans un référentiel R sera completement
défini par le torseur cinématique de S par rapport a Ry.

Définition 3.4 (Torseur cinématique)
Le torseur cinématique du solide & par rapport au référentiel Ry traduit le champ de
vitesses (équiprojectif) du solide S dans le référentiel Ry et est noté :

Qs/r, Qs/r,
{Fomo} = ¢ 10 4= ¢ 17
M N

Vs/Rro VN.s/Ro
Ce torseur est défini en tout point de ’espace et son expression en un point M fait appel
aux éléments de réduction du torseur que sont :

. P . . . " .
— sa résultante Qg z,, qui est invariante (la méme en tout point);

— son moment Vi s/r,, qui dépend du point de réduction, ici M.

COMPLEMENT MATHEMATIQUE — Torseurs

On note & l'ensemble des points de I'espace géométrique a trois dimensions et ¥
I’ensemble des vecteurs de I’espace.

Définition 3.5 (Torseur)
Un torseur est un champ vectoriel antisymétrique ou équiprojectif défini sur & et a
valeurs dans #'. Il est défini par ses éléments de réduction en un point :

— sa résultante ﬁ, qui est invariante (la méme en tout point) ;
— son moment M (P) qui dépend du point de réduction.

m—{ L }
-\ Mp)

On le note :

Propriété 3.2 (Torseur)
Un torseur est caractérisé par :
— la relation de changement de point :
— — o
M(Q) = M(P)+ R APQ

— la propriété d’équiprojectivité :




Opérations sur les torseurs

Définition 3.6 (Egalité de deux torseurs)
Deux torseurs sont égaux si et seulement si leurs éléments de réduction en un (méme)
point sont égaux.

Propriété 3.3 (Addition)

L’addition de deux torseurs est commutative et associative. Les éléments de réduction
du torseur résultant en un point sont constitués de la somme des résultantes et de la
somme des moments exprimés au méme point.

L’élément neutre de 'addition est le torseur nul.

Propriété 3.4 (Multiplication par un réel)

La multiplication d’un torseur par un réel est distributive. Les éléments de réduction
du torseur résultant en un point sont constitués de la résultante et du moment en un
point tous deux multipliés par le réel.

Définition 3.7 (Automoment ou invariant scalaire d’un torseur)
L’automoment d’un torseur correspond au produit scalaire de la résultante et du
moment du torseur en un point :

_>
VPEY¥, oy = B - M(P)
C’est un invariant, c’est-a-dire qu’il ne dépend pas du point ou il est calculé.

Définition 3.8 (Commoment de deux torseurs)
Le comoment de deux torseurs {7} et { %} est un scalaire défini par :

{y}@@{y}—{ & }®{ & }—f?-mp)ﬂ?-mp)
1 2 _P Mi(P) . A]W;(P) — 1 2 2 1

Torseurs particuliers

Définition 3.9 (Torseur nul)
Un torseur nul est un torseur dont les éléments de réduction sont nuls en tout point.

Définition 3.10 (Glisseur)
Un torseur de résultante non nulle est un glisseur si son invariant scalaire est nul. Un
glisseur est caractérisé par sa résultante et son axe central.

Définition 3.11 (Torseur couple)

Un torseur couple est un torseur de résultante nulle, mais de moment non nul. Il est
constant, son invariant scalaire est nul et il n’a pas d’axe central. Il caractérise un
champ uniforme.

13




Réduction en un point Pour définir le torseur cinématique du solide & par rapport
au repere Ry en un point M de 'espace, on écrira sous forme vectorielle les éléments de
réduction au point M ; par exemple :

w7
{%/RO}: {rw?—i-)\? }

ou l'on prendra soin de toujours définir le point de réduction en le plagant avant ’accolade
dans laquelle on écrira ensuite la résultante et le moment au point choisi et sous forme
vectorielle.

3.3.1 Axe central

A chaque instant, tout torseur cinématique dont la résultante est non nulle posséde un
axe central (figure 1).

Définition 3.12 (Axe central)
L’axe central d'un torseur cinématique correspond a ’ensemble des points A ou la vitesse
(moment du torseur) est colinéaire au vecteur de rotation (résultante du torseur) :

7 —

Vas/ry Nsyry = 0

L’axe central est appelé axe instantané de rotation (ou de glissement). Il n’existe que si la
résultante est non nulle.

Théoréme 3.3
L’ensemble des points A de l'axe central d’un torseur cinématique du solide S par rapport
au repere Rq est défini a partir d’un point M quelconque par la relation :

» VM,S/R(/) A Qs/r,

0o

MA =\ Qs/m
S/Ro - S8R0

avec \ € R.

Démonstration. Soit S un solide en mouvement par rapport a R, dont on connait le
torseur cinématique au point M :

—
Qs/r,
Fomt = { —5
M VM,S/'R()

Soit A un point de I’axe central de ce torseur tel que, par définition :

\

%
Vasirg Nsyry = 0

En utilisant la relation de changement de point

Vas/re = Vars/ry + Qs/my A MA

14



Champ de vitesse axiale (constant) ‘

—) A
Qs/r,

Champ de vitesse orthoradiale (nul sur A)

FIGURE 1 — Axe central d’un torseur cinématique.

il vient :

> 7 7 —
VM,S/RO A QS/’RO + (QS/RO ANMA ) A\ QS/RO =0

Comme par définition 'axe central est une droite de méme direction que {2s/%,, il convient

e
de définir un point Aq tel que M Ay soit perpendiculaire a ’axe central et AgA suivant
cet axe; soit :

MA = MA, +AA  avee MAy -Qg/my =0 et AgA =\ Qg

telle que I'expression devienne

; S —
VM,S/RO N QS/RO + (QS/RO A MA, ) N QS/RO =0

A partir de ce point, en utilisant la relation du double produit vectoriel
— - =
(@Ab)Ad=(@- ) b—(b-7) 7

il vient :

> > > ? —
Vis/ro N Sls/ry + (QS/RO ' QS/RO) MA, — (QS/RO - M A, ) Qs/r, = 0

0

conduisant a ’expression :

O 7 AQerm)
MA, = — Ys/Ro N s/

Qs/ry + Ls/re
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e
mentionnant que la direction du vecteur M Ap est la normale au plan défini par les vecteurs
Qs/ry et Virs/r,- En ajoutant le vecteur AgA = A Qg g, a cette expression, on trouve

I’expression recherchée. O

Définition 3.13 (Moment central)
Le moment central est le moment du torseur en un point quelconque de son axe central.
La norme du moment central d’un torseur est minimale.

Propriété 3.5 (Axe central d’un glisseur)
Si le moment d’un torseur est nul en un point, ce point appartient a ’axe central et le
torseur est un glisseur. L’axe central se définit alors a ’aide de ce point et de la résultante.

Définition 3.14 (Forme canonique d’un torseur)
La forme canonique d’un torseur consiste en I'expression des éléments de réduction en un
point de son axe central s’il existe.

3.3.2 Torseur cinématique des liaisons usuelles

Pour I’étude de nos systémes industriels, il est absolument nécessaire de connaitre
la forme canonique du torseur cinématique associé aux mouvements permis par chaque
liaison normalisée. Ils sont répertoriés dans la table 1.
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Sphérique a

{ w1271 +w2172 }
[

. . Schématisation | Schématisation Torseur
Liaison . N .
spatiale plane cinématique
=, S
Glissiere ? ’_i', % 0
vV
VM
A
o= v
' w
Pivot X7 VB e (A, ), =
B
. A 7| VBe(AT) T
Hélicoidale p r@éﬁ}/ pas p & droite ﬂwﬁ
B\ 21
', |otes
: A 4
Pivot - U
- U ﬁj VBe (A,U), { Y
glissant aTe
B
i ‘ﬁ
Appui-plan @ WIS avec V-1 =0
/ Vi
A
o (
Sphérique &r/ &/
¢
aSx
2

doigt
c
771> W1771> + W2U_>2

Cylindre- ‘7A>

plan A

avec 7,4 . 771> =0
C

Sphere- ¢ i d =

cylindre u &% v
c

Sphere-plan

sl
68

z avec‘7c>-ﬁ>:0
Ve
C

TABLE 1 — Liaisons élémentaires et torseurs cinématiques associés.
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3.4 Cas particulier du contact ponctuel

On revient dans cette partie sur la forme du torseur cinématique d’une liaison sphere
plan. Cette liaison intervenant tres souvent dans les applications de sciences de 'ingénieur,
il est usuel de définir certaines notations supplémentaires. Pour les mettre en place, on
considere deux solides S; et Sy en contact au point P. Le plan tangent commun (plan
osculateur au contact) est noté II.

S

FIGURE 2 — Géométrie du contact
ponctuel. F1cURE 3 — Illustration du point coincidant.

Pour différencier le point de contact des points physiques P; et P, appartenant respec-
tivement aux solides S; et S, il faut imaginer les solides a l'instant ¢ + At. Ils ont tourné
autour de leurs centres respectifs. Quand a l'instant ¢ tous les points sont confondus, ils
apparaissent distincts a Uinstant ¢ + At (figure 3). Le point P toujours en contact est
appelé point coincidant au contact.

Le torseur cinématique du mouvement de
S1/Ss en P s’écrit :

s — =
avec (1 = Qf,; + )

—
prg/l : ﬁ - 0

— Le vecteur ‘m est appelé vecteur vitesse de glissement de S,/S;. Il est dans le
plan tangent commun II et est dirigé suivant la direction privilégiée du glissement.
Il n’a pas de composante selon le vecteur normal au contact 7 car les solides ne
peuvent pas s’interpénétrer.

— Le vecteur Qg/l est appelé vecteur rotation de pivotement ; il est porté par la normale
au contact.

— Le vecteur /1 est appelé vecteur rotation de roulement; il est porté par une
direction du plan tangent commun.
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Remarque 3.1 (Cas du roulement sans glissement)

Il est souvent utile dans les applications d’utiliser un cas particulier du contact ponctuel
pour lequel les solides en contact roulent 'un par rapport a ’autre sans glisser. Un
exemple typique de ce cas est donné par une roue qui roule sur la route sans glisser.
Les composantes du torseur cinématique de la liaison se simplifient alors :

- = — = 7
Vpai= 0 avec (3, =0 et Qg/l# 0

Un tel contact est appelé roulement sans glissement (ni pivotement).

4 Composition des mouvements

Les applications de sciences de 'ingénieur font toujours apparaitre plusieurs classes
d’équivalence dans la partie mécanique d’un systeme. Dans ce cadre, il est souvent tres
utile de regarder le mouvement d’un solide dans différents référentiels. On cherche donc
a définir des lois de composition de mouvements. Ces lois nous serviront notamment a
déterminer des lois entrées-sorties, en écrivant des fermetures cinématiques.

4.1 Composition des vecteurs rotations

Quand plusieurs solides sont en mouvement les uns par rapport aux autres, les vecteurs
rotations sont liés par le théoreme suivant :

Théoréeme 4.1
Soient (Qi+1/i>0<i<n—1
(Bi)ogign' La composition des taux de rotation s’écrit :

, n tauz de rotation entre (n + 1) bases orthonormées directes

N n—1

Qo= Qiyr)i

=0

Démonstration. Soit @ un vecteur mobile quelconque, non nul. Par définition, on a :

du du —
| = = + QAT
|, " ar| o
. da du
—
Vk € [[O,n—l]], —_— = — +Qk+1/k/\7
dt k dt k+1

d’ot, par somme et linéarité du produit vectoriel :

du| du il N
vk € [0, n], T (Z Qi-‘rl/i) AU
0 ko \iz0
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Par existence et unicité, il vient I'identification du taux de rotation :

k—1
- e
Vk € [[O,TL]], Qk/o = Z Qi+1/i
i=0
En particulier pour k£ = n, il vient bien :
— n—1 SN
Qnjo = Z Qiv1yi
i=0
Ce qui prouve la relation de composition des taux de rotation. O

4.2 Composition des vecteurs vitesses

Pour étudier le mouvement du point A € R par rapport au référentiel Rq, il est
toujours possible d’utiliser une composition de la forme :

\ \ \

VA,R/Ri = Var/rRs + Vaer,/r:

faisant intervenir le référentiel R, associé a un solide S;. On appelle alors :

— vitesse absolue du point A dans le référentiel R, le vecteur V4 z /R§ ;

— vitesse relative du point A dans le référentiel R le vecteur Vy r/r, ;
— vitesse d’entrainement du point A du solide S dans son mouvement par rapport au
référentiel R, le vecteur Vyer, /R; et Var, /R; ou le « A € Ry » signifie que 'on a

« attaché le point A au solide Sy ».

Remarque 4.1 (Calcul des vitesses d’entrainement)

Contrairement aux vitesses absolues ou relatives d'un point dans un référentiel, la vitesse
d’entralnement d’un point d'un solide dans un référentiel ne peut pas étre calculée
par dérivation sans faire d’hypothese et doit donc étre calculée a partir du champ de
vitesses (torseur).

Théoréme 4.2
Soient (Ri = (04, Bs))g<icpy (0 + 1) repéres, de bases orthonormées directes. On note

(Qi+1/z~)0<,< les tauz de rotation entre les différentes bases. La composition des vitesses
<i<n—

au point A s’écrit :
R n—2

S S —
Vano = Vanm-1 + Y Vacir1yi
i=0

e
ot les Vacip1: sont des vitesses d’entrainement (d calculer par changement de point).
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Démonstration. Par définition, on a :

s
— dOyA
An/0 = dt
0
Par relation de Chasles, il vient :
s I
‘/—> o g dOiOi+1 4 dOn_lA
A0 LT g dt
0 0
Sachant que, par dérivation vectorielle, on a :
— —
Vi e [[O, n — 2]], 1 = 1 + Q’L/O A O@'OiJrl
dt . dt ‘
= VOi+1,i+1/i + Qz/(/) A OzOer;
et
I P ——
dO,, 1A dO,_1A > >
= Qu_1/0NO, 1A
&t | di 1 g0 !

= VA,n/n—i + Qn—l/O A OnflA

n—2

—_— >

= Vanm-1+ Z Qiy1/i NOp 1A
i=0

il vient alors par somme :

\ \ n—2 \ \ \
Vano = Vanm-+ Y, [VO¢+1,i+1/i + Qig1/i N O A+ Q0 A OiOz‘—}—l}
i=0
Sachant
n—2 N N n—2 N n—2i—1 N n—3 N N
Z QijoNO;Oiy1 = Z Qi NO;Oiy1 = Z Z Q117§ NOi110,1 = Z Qiy1/i NOi1105 1
i=0 i=1 i=1 j=0 i=0

par somme double triangulaire, il vient alors :

VA,n/(; - VA,n/n—i + Vo n—l/n—é + Qn—l/n—2 A On—lA

n—1,

—
VAanl/n72

n—3

+ Z VOH—L’H—I/; + Qi+1/; AO;i110, 1 + Qi—l—l/; ANO, A
i=0
Vacitiyi
SN n—2 SN
= Van/n—1+ Z Vacitiyi
i=0
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Ce qui montre la relation de composition des vitesses. Pour chaque vitesse de la somme, on
met en exergue le fait que A est pris fixe dans R, alors que « naturellement » il appartient
au repere R,,. Donc, pour tout ¢ € [0,n — 1], Vagit1: est la vitesse d’entrainement du
point A, considéré fixe dans R; 1 par rapport a R;. ]

4.3 Composition des torseurs cinématiques

Les deux équations des théoremes 4.1 et 4.2 nous permettent d’en déduire une loi de
composition générale.

Théoreme 4.3
La loi de composition des mouvements de solides s’écrit dans le cas général :

Hormi} = {Posmo } +{PRsmocs } -+ {Prosma |

4.4 Composition des accélérations

Par définition I'accélération I'y g z, est la variation du vecteur vitesse Vy z g, par
unité de temps. On écrit :

—
F—>  dVagr/r,
A,R/Rl - dt

R1

Remarque 4.2

Attention, le champ d’accélération d’un solide § n’est pas un champ de torseur. Il n’existe
pas d’équation permettant de passer de I'accélération d'un point A a 'accélération d’un
point B directement. Pour cela, on repassera toujours par la vitesse des points et la
définition de 'accélération.

Il est néanmoins possible de composer les accélérations par rapport a plusieurs reperes.
Les expressions restent simples tant que l'on reste dans le cadre de trois solides en
mouvements relatifs. Cela restreindra le cadre de la démonstration.

Théoreme 4.4

Si trois solides de repéres R, Ry et Ro sont en mouvements relatifs, alors [’expression
de l'accélération du point A, fixe dans le repére R, par rapport au repére Ry peut étre
décomposée selon :

\ AN \

Tar/ry = Darsmry + Tarsyme + 2%, 70 A Var/r,

avec :
oy
— Dar/r, Vaccélération absolue du point A dans le référentiel Ry ;

— Dar/r, Vaccélération relative du point A dans le référentiel Ry ;
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— Daryr, Vaccélération d’entrainement du point A considéré comme five dans Ro par
rapport au référentiel Ry ;

— 2Qr,/», N VA,R/RI laccélération de Coriolis.

Démonstration. Pour démontrer la composition des accélérations, on exploite la composi-
tion des vitesses :

VA,R/Ri = Var/Ry + Vaer,/ry

On dérive par rapport au temps dans le référentiel Ry, ce qui donne :

__% —_+
o~ Warm| | dVacrym,
AR/Ry & i
R1 Ry
—
dVar/r ) s d ,
— # + Qryiri ANVar/r, + 1@ [Vog,ng/nl + Qry/ry A Oz A }
Ry R,

dV,
> s 02,R2/R
= Tar/mrs + Qroyri ANVar/r, + — O Ra/Ry

d (Qams N OA)

dt dt
1 -
dQ2 ——
= Dar/mr, + QRQ/Ri AVar/r, + TosRromy + % A OsA
R1
—
—  dO,A
+QR2/R1 VAN T
R
—
r Ay,

A O A" 4 Qryirs A Var/r,
R1

- FA:R/R; + Fo2,R2/R1 + dt

—_—
— dOs A .
+Q’R2/R1 A ( d2t + Q722/721 A OZA )
Ra2
—
dQRQ/Rl

NOYA + Qpyry A (Qryymy A O2A)

- FA,R/Rz + Foz,'RQ/R1 + dt
R1

+2-QR2/R: ANVAR/R,

= FA,R/’R; + FA,RQ/R; + 2.0z, /r, A VA,R/R;

4.5 Application de la composition des mouvements :
fermeture cinématique

Dans cette partie on aborde, au travers d'un exemple, un cas d’utilisation trés courant
de la composition des mouvements : 1’écriture de la fermeture cinématique. Ces fermetures
permettent de déterminer les lois entrées-sorties des mécanismes. Contrairement a celles
déterminées par la fermeture géométrique, ces lois vont porter sur les grandeurs cinéma-
tiques que sont les vitesses de rotation et les vitesses de translation. En regle générale, on
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peut écrire autant de fermetures cinématiques que le nombre cyclomatique du graphe de
liaisons du mécanisme.

Exemple 4.1 (Moteur thermique d’aéromodélisme)
On reprend a titre d’exemple le mécanisme « bielle-manivelle » du moteur d’aéromodé-
lisme.

Pivot d’axe (O, 7)

Pivot glissant Pivot

d’axe (A, 7) d’axe (B, ?)

Pivot glissant

d'axe (A, 7)

Le graphe des liaisons du mécanisme fait apparaitre un seul cycle (%}). Il est donc
possible d’écrire une seule fermeture cinématique portant sur les torseurs cinématiques
conduisant a deux équations vectorielles. On rappelle ci-dessous le schéma cinématique
du systeme et les figures géométrales de paramétrage.

7
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La fermeture cinématique s’écrit simplement par une composition des mouvements en
passant par chaque liaison du cycle du graphe de liaisons. On peut écrire par exemple :

(B} + {Hos} + {Hap} + {#an} = {0} (1)

Il ne reste plus qu’a exprimer chaque torseur des liaisons :
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l

Q9 =
— Liaison 1/0 : liaison pivot d’axe (O, 7) : {7/1/0} = { 1o N }
o ;5 0
— Liaison 2/1 : liaison pivot d’axe (B, 7) : {"//2/1} = { 2/1 ; }
N 0
y I 0y by
— Liaison 3/2 : liaison pivot d’axe (A, 7) . {”//3/2} =
A
§—2——>

— Liaison 3/0 : liaison pivot glissant d’axe (A, 77) : {”//3/0

——
I
——

O30 2
B AT

Pour faire la somme algébrique de ces torseurs, il faut écrire (réduire)
tous les torseurs au méme point. On choisit le point B (seul point pour lequel
la composition des vitesses ne fera pas intervenir 921). Changer de point un torseur
nécessite 'utilisation de la relation de changement de point ou équation de Varignon
(propriété de champ de vitesse) donnée par le théoréme 3.1.

Q=017 6107
(0] B

0 ebio y1i

5 . — . .
car VB,I/O = V071/0 +9107 NOB = 6010 ? AN ZE—>1 = 6&10 ﬁ
——
i
— . .
{7/ } Q3/2 = 932? 8327
3/2 pum pum .
| o 5\ —lobs 3
car VB73/2 = VA,g/g +¢932? NAB = —éb 932 7 A {B_2> = —Eb 932 y_g
——

[

ng/_g = 930? 9.30?
{“//3/0} = . = . o
A )\? B )\? — gb 030 S1n (921 + 910)?

car VB73/0 = VA,S/O —{-(930? NAB = )\? — gb 930 sin (921 + 910)?
S~—— W:
37 ~he3
La fermeture cinématique, équation 1, est donc équivalente a deux équations vectorielles :
{ 0107 — 0302 + 0357 + 607 = 0 R @)
e@loy_1> — /\? + gb sin (021 + 910)6307 — €b032y_2> =0

La loi entrée-sortie doit étre une relation liant 910 et \. On élimine 932 et 930 en projetant
I’équation 2 sur un vecteur orthogonal a y_g et 7, donc 3. Il vient alors :

e010sin g, — \cos (021 + 010) =0

Vous pouvez vous « amuser » a démontrer que cette équation est une combinaison
linéaire des dérivées des équations obtenues grace a la fermeture géométrique.
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» » » Pour aller plus loin. ..

Le probleme avec une approche géométrique est que I'on trouve presque toujours, une
équation non linéaire a résoudre. Dans une approche cinématique les inconnues sont les
vitesses, par exemple ici 1 et A. Or & chaque instant ¢, si on connait la configuration
géométrique (définie dans notre exemple par e, 01y et o), alors le systéme a résoudre est
linéaire. Cette propriété de linéarité est primordiale en vue d’une résolution numérique
du probléme. Dans notre exemple la sortie est définie par une équation de la forme

A = abg avec a = %. Il ne reste plus qu’a mettre a jour les valeurs des angles

a l'instant ¢ + At par une équation de la forme 6yo(t + At) = 614(t) 4 19 At pour
recommencer la résolution du systéme linéaire a I'instant ¢ + At.

4.6 Mouvements plans sur plans

Définition 4.1 (Mouvement plan)
Un solide est en mouvement plan dans un référentiel si tous ses points se déplacent dans
des plans paralleles a un plan fixe de ce référentiel.

‘:;—.t':—}*‘*}
. “”.”"
«_—®-
Oo

W e

78
FIGURE 4 — Mouvement plan d’un solide S par rapport a un référentiel R,.

Dans le cas d’'un mouvement plan, deux parameétres linéaires suffisent a décrire les
variations de positions de l'origine et un seul parametre angulaire suffit a orienter la base
mobile associés a un solide par rapport a un référentiel (figure 5). Un solide en mouvement
plan par rapport a un référentiel possede donc au maximum trois degrés de liberté.

% v %7

o

FIGURE 5 — Paramétrage du mouvement plan d’un solide S dans un référentiel R,.
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Si, comme illustré par la figure 5, le mouvement des points d’un solide S se fait dans
des plans paralleles de normale z_0>, la position du repére associé a S sera completement
définie par le vecteur position OyO" = \(t) T + u(t) U4 + p 2 avec p une constante telle
que la vitesse du point O s’écrive :

N . )
Vo.s/re = At) To + (t) 76
et vérifie :
—
Vo,.s/ro 2% =0

L’orientation de la base associée a S sera, quant a elle, completement définie avec un seul

— A
angle # autour de I'axe 20, tel que le vecteur rotation s’écrive {1s/r, = 0 7. En exploitant
la formule de changement de point, il vient :

% > \
Vos/ry " 20 = (VM,S/RO + Qs/ry AN MO ) =0

de sorte que la vitesse de chaque point M du solide § vérifie :

—__+ %
Virs/re - 20 =0

Remarque 4.3
Dans le cas particulier des mouvements plans, les torseurs cinématiques des liaisons
(table 1) peuvent étre simplifiés afin de respecter la forme des vecteurs vitesse et rotation.
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