Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2025-2026.

Fiche 40 : Td du 15-01.

Exercice 1

sin(x)
T

On rappelle la limite classique pour  — 0 : — 1.

On se donne a €]0, 7| et on considére la suite définie pour n € N* par :
- a
Up, = H cos (27)
k=1

1. Quelle est la nature de la suite (up)nen (Monotonie, convergence) ?

2. En utilisant la formule d’arc double de sin simplifier u,, et déterminer sa limite.

Exercice 2
On fixe zy dans C — R qu’on écrit sous forme trigonométrique : zo = pe?? (p > 0; 0 €] — 7, 7[—{0}).

Etudier la suite complexe donnée par : pour n € N :

_ Znt |2
= 5
On pourra utiliser Uexercice précédent.
Exercice 3
Soit w € C\ U. On note f la fonction :
Z+w
Z = = .
wz+1

1. Montrer que f est définie sur U et a valeurs dans U.

2. Montrer que f est bijective de U sur U et déterminer sa réciproque.

Exercice 4

Dans cet exercice on prend pour définition de la fonction exp : exp’ = exp sur R, exp(0) = 1 et e = exp(1).
Soient (uy,) et (vy,) les deux suites définies pour n > 1 par :

n

Uy = Eetvn:un—l—
k=0

1

nxnl

1. (a) Montrer que les suites (u,) et (v,,) sont adjacentes.

(b) On note ¢ la limite commune de (u,) et (v,). Montrer que pour tout n € N* :
1
(PDuy, < (e < (nDuy, + —.
n

(¢) En déduire que ¢ est un nombre irrationnel.
2. (a) Montrer que pour n € Net k € [1,n] :

En déduire que :

(b) Déterminer la limite de (1 + %)n. Que peut-on en déduire pour £7

3. (a) Montrer que pour tout « € R, exp(z) > 1+ x.
(b) Montrer que pour tout z € R, exp(z) — (1 +x+ L;) >0&z>0.



¢) Montrer que pour tout x € Ry et pour tout n € N* :
que p + et p

exp(a (Z k)
k=0

(d) En déduire que Vn € N*| u, <e.

4. Conclure quant a l'irrationnalité de e.

Exercice 5

Montrer que si P est un polynome réel tel que Vz € U : P(z) € U
Montrer qu’il existe n € N et a,, € U tel que P = a, X".



