Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2025-2026.

Fiche 48 : Td du 05-02.

Exercice 1

On considere dans 'espace vectoriel réel R?* les vecteurs :

1 1 2
2 0 0
U1 = 0 , V2 = 2 , U3 = 4
1 1 2
1 -1 2 2
2 1 -1 2
w1: 1 aw2: 1 'LU3: O 7w4_ 2
0 1 1 2

Montrer que la famille (vy,vs) est libre et que la famille (v, v2,v3) est liée.
Montrer que la famille (wy,ws,ws) est libre et que la famille (wy,ws, w3, w4) est liée.

Montrer que la famille (vy,v9, w1, ws) est libre.

- b=

Soit F le sous espace de vectoriel de R* engendré par (vy,vg,v3).
(a) Donner une base et la dimension de F.
(b) Donner un supplémentaire de F'.

5. Soit G le sous espace de vectoriel de R* engendré par (w1, ws, ws,wy) .
Donner une base et la dimension de G.

6. A TI'aide des questions précédentes, donner un systéme générateur de F' + G et montrer que F + G = R*.
. F et GG sont-ils supplémentaires ?

(a) Montrer que v1 + vz est dans F N G.

(b) Quelle est la dimension de FNG?

(¢) Donner une base de FFNG.

0

Exercice 2

Soit n > 1 un entier, a < b des réels et f : [a,b] — R une fonction de classe C".
On fixe 21 < -+ <y, n réels distincts 2 & 2 dans [a, b].

Soit P € R, _1[X], le polynéme interpolateur de Lagrange de f en x1 < -+ < .
On rappelle que P(z1) = f(21), ., P(,) = f(2n):

L’objectif de cet exercice est de majorer la quantité :
M = Max$€[a,b] |f($) - P(‘T)|

Un exemple explicite est proposé a la fin.
1. Justifier I'existence de la quantité M.

2. Rappeler 'expression de P(X) en fonction des x1 < - -+ < @, et des f(z1),..., f(xn).
1l n’est pas demandé de preuve du résultat.

3. Soit zg € [a,b] différent des (2;);e1,n) fixé.

(a) Déterminer un réel A,, pour lequel la fonction
p:t€la,b — f(t) — P(t) — Ago(t — 1) ... (t — zp)

s’annule en g

(b) Montrer que ¢ admet n + 1 zéros distincts 2 & 2 dans [a, ].



(c) Montrer alors que la fonction ¢(™ a au moins un zéro noté \ dans [a,b] et qu’on a
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(f = P)(wo) = (w0 = 1)....(wo — z) —

4. Montrer alors que
Maxxe[a,b] ‘f(n) (1’)|
n!

M < MaX;cE[a,b] |(:C - xl)' : (m - xn)|

us

Dans la suite, on étudie l'interpolation de la fonction z — f(z) = cos (2

lintervalle [—1,1].

5. Déterminer le polynéme P d’interpolation correspondant

x) en les points 1 = —1,25 = 0 et 3 = 1 sur

6. En étudiant la fonction © — (x — x1)(z — z1)(z — x2) sur [—1,1], montrer que les résultats de la partie précédente
permettent d’affirmer que :



