SIT — MPSI / Outils mathématiques

Eléments différentiels

Le calcul des aires dans R? ou le calcul des volumes dans R? se fait avec des intégrales
nécessitant des éléments différentiels. Ils sont associés au systéeme de coordonnées choisi
pour paramétrer I’ensemble des points du domaine (surface ou volume). La solution la plus
naturelle est d’utiliser un systeme de coordonnées cartésiennes associé a la base canonique
de R3, que 'on notera ici (x_>07 %, 78) Mais deux autres systéemes de coordonnées sont
aussi couramment employés et définis ci-apres.

1 Coordonnées cartésiennes —

Dans un systéme de coordonnées cartésiennes, la posi- z -
tion d’'un point M dans un repere Ry, d’origine O, est o
définie par les trois coordonnées : M

reR, yeR e z€eR 0 3 Yy -
de sorte que le vecteur position s’écrive : 3

——
OM’ =z} + yyi + 2% 7

dans la base canonique de R?, notée (373 .70, 75)

1.1 Elément différentiel de volume

Au voisinage d’'un point M, on définit I’élément différentiel de volume par

dV =dx x dy x dz

1.2 Elément différentiel de surface

Au voisinage d’un point M, on définit ’élément différentiel de surface
— de normale 7

dS =dy x dz

— de normale 7
dS =dz x dx

— de normale 7
dS =dx x dy



2 Coordonnées cylindriques

Dans un systéme de coordonnées cylindriques (ou po-
laires), la position d’un point M dans un repere Ry,
d’origine O, est définie par les trois coordonnées :

reRY, 0€[0,2nr] et z€R
de sorte que le vecteur position s’écrive :

—~ éf.
OM =re) +z%, & = e (0)

e, = e,

dans la base (e_T), €, z_g) En projetant le vecteur ra-
dial e_r), fonction de 'angle 6, dans la base canonique
de R3, on peut établir le lien avec les coordonnées
cartésiennes :

x=rcos(0) , y =rsin(0) | z=z

2.1 Elément différentiel de volume

Au voisinage d’un point M, on définit 1’élé-
ment différentiel de volume par

dV =dr x rdf x dz
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2.2 Eléments différentiels de surface

Surface cylindrique
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Au voisinage d'un point M, on définit
I’élément différentiel de surface de nor-
male € (i R constant)

dS = Rdf x dz

3 Coordonnées sphériques

Dans un systeme de coordonnées sphériques, la posi-
tion d’un point M dans un repere Ry, d’origine O, est
définie par les trois coordonnées :

reRY, 0e€l0,2n] et ¢el0,n]
de sorte que le vecteur position s’écrive :

% ,

OM =re;, o < e (0,9)
dans la base (e—Z, e, EZ). En projetant le vecteur radial
€7, fonction des angles 0 et ¢, dans la base canonique
de R?, on peut établir le lien avec les coordonnées
cartésiennes :

x =rcos () cos(p) , y = rsin (6) cos (p) ,

//
7 \
4

Surface annulaire
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Au voisinage d’un point M, on définit
I’élément différentiel de surface de nor-
male Z (& z constant)

dS =dr x rdf

z = rsin(p)



3.1 Elément différentiel de volume

Au voisinage d’un point M, on définit 1’élé-
ment différentiel de volume par

dV = dr x rcos(¢)df x rdy

T

3.2 Eléments différentiels de surface

Au voisinage d’un point M, on définit
I’élément différentiel de surface de nor-
male & (& R constant)

dS = Rcos(¢)df x Rdy
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