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— EXERCICE 1 —

Dimensionnement d’un palier lisse

Question 1.1. On étudie 'action de pression exercée par un palier lisse sur la surface
d’un cylindre de rayon R et de longueur B

SZ{M|0—M>:Re7(9)+z7, 0c 0,7, ze{

Y

-B
2

|

telle qu’au voisinage d'un point M € S, on puise construire ’élément différentiel de surface
dS = Rdfdz

de normale e—Z.

Cas 1 : pression uniforme On se place dans le cas d’une répartition de pression uni-
forme ot

Vo € 10,7, p(0) = po

L’action mécanique élémentaire est définie par

dF, 5 = —poR d6dz &

d’ot
—poR d0dz &
{dyl%ﬂ’ = —
. 0

Pour déterminer 'action mécanique globale, il est nécessaire d’intégrer les éléments
de réduction de ce torseur en un point qui existe « vraiment », par exemple O. Ainsi,
par changement de point, il vient :

dMo 12 = dMagie + dFyio A MO
= —poR dfdz e} A — (Re (0) + 2 72)
= —poRz dbdz ¢

Il vient alors sur la surface S :



— la résultante globale :
B/2 rm B/2 T
Fio=[ [ —nR @) dodz = —poR ( / dz> x ( [z d@)
-B/2Jo —B/2 0

avec

B/2 B/2
d p— p— B
/3/2 < [Z]—B/Q

et sachant e, = cos(0)Z + sin(h) Y/, il vient :

/OW & (6) b = </0ﬂ cos(0) de) T+ </07T sin(6) d@) 7
= [sin(0)]5 ' + [~ cos(0)]g ¥ =2V

d’ou

—
Fi9 = —po2RB 7

ou le « 2RB » correspond a la surface projetée de normale 7 du cylindre sur
lequel s’applique la pression ;
— le moment global au point O :

B/2 ,m B/2 T
Moiss= [ [T=pR:&(0) dodz = =R | [ zdz| x ( [ @ d@)
-B/2J0 —B/2 0

—_——
0

d’ou, sachant z +— z impaire :

—_— -
MO,1~>2 =0

qui correspond au positionnement symétrique du point O.

Il vient finalement :

0

—po2RB
(T} = { e 7}

Cas 2 : pression sinus On se place dans le cas d'une répartition de pression sinusoidale
ou
Vo € [0, 7], P(0) = Pmax sin(0)

L’action mécanique élémentaire est définie par

AF1 g = — P sin(0)R d0dz &

—Pmax Sin(0) R d0dz e,
{d<7l—>2} — —
v 0



Par changement de point, il vient 'expression du moment élémentaire au point O :

dMo o =AMy 0 + dF 9 A MO
= —Pmax Sin(0)R dbdz e, A — (Re. (0) + 2 72)
= ~Pmax Sin(e)RZ dfdz e_g

11 vient alors sur la surface S :

— la résultante globale :

B/2 7
Fis= / / / e sin(0) R € (6) dfdz
—B/2J0

— R ( / ZZ dz) « ( [ sy ) de)

B/2 B/
dz = [2]%2, =B
/_3/2 4 [z]—B/Q

et sachant &, = cos(d) @ + sin(0)Y, il vient :

| sin(0)@(6) ao - (/O 5”1(229) de) ra (/ in?(0) de) b

avec

0 2

1-— 20
obtenu par linéarisation de sin?(9) = C;)S(), tout en sachant sin(26) et

cos(26) sont m-périodiques. Finalement, il vient :

—_— ™
F1—>2 = _pmangB 7

ou le « 2 » obtenu avec une pression uniforme est remplacé dans ce cas par
/2 < 2;
— le moment global au point O :

B/2 rm
Mo = / / / e S0 (0) Rz &(6) ddz
—B/2J0

B/2 (O -
= —PmaxR /3/2 zdz | x </0 sin(6)eq (0) d9>
0

d’ou, sachant z — z impaire :

—_— —
‘MO,1—>2 =0 ‘

qui correspond (encore) au positionnement symétrique du point O.



Il vient finalement :

{(%_)2} _ { _p0§jB ? }
o 0

Question 1.2. En notant F; = 2p,.RB la norme de 'effort dans le cas d’une pression
7

uniforme et Fy = §pmaxRB celle de l'effort dans le cas d’une répartition de pression

sinusoidale, il vient

h = 4 ~121>1

F2 s
qui signifie que, pour une pression py., donnée, I'effort obtenu avec le second modele est plus
faible que celui obtenu avec le premier. De ce fait, comme le probleme de dimensionnement
consiste a déterminer, pour un arbre donné (R fixé), pour une charge donnée (F fixé),
pour un matériau de palier lisse donné (ppmax fixé), la longueur B du palier lisse; soit :

F 2F

B, = < B
Y 2Rpmax

7 Rpumax

Considérant que le cas de répartition sinusoidale est plus proche du cas de charge réel, il
vient que le modele de pression uniforme conduit a un sous-dimensionnement de

Bl—Bg (ﬂ' )
L2 —1)~-21
By 4 %

De ce fait, si on dimensionne le palier lisse pour le cas n°1, comme le préconisent les
constructeurs, car le calcul est plus simple (surface projetée), il est absolument nécessaire
de tenir compte d’un coefficient de sécurité sur le niveau de pression admissible, ici noté
Pmax- C’est ce qui est fait par les constructeurs.

Question 1.3. Considérant les recommandations des constructeurs de paliers lisses, telles

que l'on ait :

= L < pum (résistance)
p= SRE < Padm  (résistance

V = Rw < Viax  (abrasion)
PV < (PV ) max (échauffement)

Il vient pour le seul critere d’échauffement :

TF'N i
< (PV)max &= B> ——F71—
vV) 60(pV )

F
smB <™= G5oB

2

Par application numérique en unités SI, avec (pV )max = 1,8 x 10 N-m ™2 x m-s}, il vient :

7l x 10% x 500 57
= = — ~ 14,5mm
60 x 1,8 x 10° 108

La référence PCM101215E avec une longueur B = 15mm > 14,5mm et un diametre
extérieur de 15 mm convient.



— EXERCICE 2 —

Abri a deux roues

2.1 Etude de l’action due a la pesanteur

On étudie I'action de pesanteur exercée sur I'abri sous la forme d’une densité surfacique
p1 sur la surface d'un cylindre de rayon R et de longueur L

— —L L
Slz{M ‘ CM :Re—,?(e)—'—Z?, RS [Oé,’ﬂ'], zZ e |:2,2:|}
telle qu’au voisinage d’'un point M € S;, on puise construire 1’élément différentiel de

surface
dS = RdOdz

de normale e/. La représentation de la densité surfacique de charge due au champ de
pesanteur p; est fournie ci-dessous.

v

= B
~ A
M(0,y)
0
O l = K

Question 2.1. L’action mécanique élémentaire est définie par
-
AFpes 51 = —p1 R d0dz o/

d’ou

—piRdbdz Y }

{dfgpesﬁl} = { —
o 0

Question 2.2. Pour déterminer 'action mécanique globale, il est nécessaire d’intégrer les
éléments de réduction de ce torseur en un point qui existe « vraiment ». Il est demandé au
point O. Ainsi, par changement de point, il vient :

\

dMO,pes—ﬂ = d]\4M,pes—>1 + dees—>1 A MO,
—piRdOdz Y A—(R[Z + & (0)] +27)
=R (7 — R(1 + cos(0))7Z) dfdz




d’ou

{d%es—ﬂ} -

—piRdodz }

o{ piR (27 — R(1+ cos()) ) dodz

Question 2.3. Il vient alors sur la surface S :

— la résultante globale :

L/2 pm L/2 ™
Foo :/ /a —p R T d0dz = —poR (/ dz> x ( d9> 7

~L/2 ~L/2

L/2 ™
avec/ dz:Let/ df =7 — «, il vient :
—L/2 @

e
Fpess1 = —p1 (m—a)RL Y/

— le moment global au point O :

_ N L/2 pm
Mo pes—1 = /L/Z/a MR (27 — R(1+cos())7Z) dbdz

—L/2 a

Q

=mR /L/2 zdz | x ( 7rd0> 7 — pR? (/_LL/; dz) (/ﬂ(l + cos()) d@) Z

= —p R2L [+ sin(0)] Z = —p1R*L (7 — a —sin(a)) 7

d’ou nous avons exploité le caractere impair de z — z. Finalement, on a :

-
Mo pess1 = —p1 R*L (7 — a — sin(a)) Z

qui correspond au positionnement symétrique du point O ou seul le basculement de
Pabri autour de I'axe (O, Z) dans le sens — est intuitif.

Il vient finalement :

—pl(ﬁ—a)RL7 }

r?pes~>l = 9 .
{ s O{ —mR?L (7 — o — sin()) 7

2.2 Etude de P’action due A& un vent horizontal

On étudie maintenant Uaction du vent exercée sur 1’abri sous la forme d’une densité
surfacique ps sur la surface d’un cylindre de rayon R et de longueur L

SQZ{M]CMLREZ(Q)H?, Qe[g,w], 2 e _QL’;H




telle qu’au voisinage d’un point M € Sy, on puise construire I’élément différentiel de
surface

dS = Rdfdz
de normale &,. La densité surfacique de charge due au vent est supposée varier linéairement

en # sur le segment

T
o sous la forme

D2
Pm

¥

/2 s 0

telle que l'on ait :
2
voe |2 mio) =L (0-7)

On donne ci-dessous sa représentation.

7
e
A
M0,y
0
9 - C El

Question 2.4. L’action mécanique élémentaire est définie par

APt = po(0)R d0dz T

d’ou

20m T
T} — L = 2_2 Rd0d: @
0

M

Question 2.5. Par changement de point, il vient :

dMO,vent—ﬂ = dMM,vent—>1 + dFvent—>1 A MO,
— (AR A0z @ A — (R[Z + &, (0)] +272)
= p2(0)R (2 — Rsin(0)7Z) dodz



d’ou

y 27:"(9—7;>Rd0dz7
{d T ent1} = 2pm <9 B 72T> R(:Y — Rsin(0)7) dodz

O s

Question 2.6. Il vient alors sur la surface S5 :

— la résultante globale :

S L2 pm 9 2 L/2 .
Frmi= [ ] ””(0—”)37019(12:“"3 [ )= (9—”>d9 7
—L/2Jxj2 T 2 T —L/2 /2 2

L/2
avec / dz =1L et

—L)2
P T /2 02 /2 7T2

-~ dez/ hao=|-| =T

/7r/2< 2> 0 [2]0 8

il vient :

. ,.7RL
Fvent—>1 - 4 7

— le moment global au point O :

N L/2 rm 9
MO,vent—>1 = / / ﬂ (9 - g) R(Z? - RSIH(Q)?) dfdz

L2 tn2 w
2Dm, L/2 ™
_Pmp / 2 dz x(/...d9>7
s —L/2 et
———

0

_ 21;"111%2 </_LL//22 dz> (/7;2 (0 — 72r> sin(6) dQ) Ed

d’out nous avons exploité le caractere impair de z — z. Par simple changement de
variable

T T ' B T T T B w/2
/ﬁ/2 <0 - 2) sin(0) df = /ﬂ/2 (9 - 2) Ccos (0 - 2> dg = /0 6 cos(f) df

et par intégration par parties

" feos(8) b = [9sin(O)]7, — / ’; sin(6) d6 = = I
/2

I
\
|
|
(@]
@}
n
—~
)
Pt
3
~
no
I
|
—_

w/2

il vient :

—_ 2D,
MO,ventﬁl = - P RZL (72-‘- — 1) ?

™

qui correspond au positionnement symétrique du point O ot seul le basculement de
Pabri autour de axe (O, Z) dans le sens — est intuitif.

10



Il vient finalement :

pmTRL =

{fgventﬁl} = 4
_2m e (g - 1) E4

O m

2.3 FEtude de la toiture soumise aux actions du vent et de la
pesanteur

Question 2.7. Par cours, le torseur des actions mécaniques transmissibles par la liaison
pivot d’axe (O, Z) est :
(Ton} X7 +Yn ¥ +Za 7
015 =
- o L@ + Mm?

En tenant compte de la symétrie des deux poteaux par rapport au plan (O, z, 7), il

vient :
F27 F27

par changement de point sachant A4, = —AA, . il vient :
@ FQ?
{92%1} :o F <R(1+cosa)7— 57)
) FY
{%_}1} N F (R(l—i—cosa)?%—g?)

o
Question 2.8. Pour déterminer les actions mécaniques effectivement transmises par les
liaisons, il est nécessaire d’isoler I’abri 1 puis de réaliser un bilan exhaustif des actions
mécaniques extérieures exercées sur 1 :

— l'action de la pesanteur;

— l'action du vent;

— 1la liaison pivot d’axe (O, Z) avec le bati 0;

— les deux liaisons sphére-plan de normales (Ay, /) et (A, 7).
L’abri 1 est en équilibre dans un référentiel supposé galiléen et on lui applique le principe
fondamental de la statique, tel que :

@® ©)
{Zoest} + {Fenionn} + {Too} + { B0} + {52} = {0}
L’équation de résultante en projection dans la base (7, 7, 7) conduit a :

L
/71 pmzR +X01:0
/Y —p(mr—a)RL+ Yy +2F=0
/?Z Z01:0

11



L’équation de moment au point O en projection dans la base (7, 7, 7) conduit a :

/(0,7): Ly =0
/(0,7): My =0
/(0,7): —pRL(1 —a—sin(a)) — 2PﬂRzL (;T - 1> +2F5R(1 + cosa) =0

T
ou l'on peut remarquer que seules 3 des 6 équations sont non triviales et que I'on aurait pu
procéder a une résolution plane directement. Quoi qu’il en soit, de ’équation de moment
autour de I'axe (O, Z), on tire :

2pm
pl(ﬂ—a—sin(a))jtp(ﬂ—l)
Fy = m_\2 RL

2(1 4 cos «v)

De I’équation de résultante dans la direction 7, on tire :

PmTRL

Xor = =%

et de celle dans la direction 7, on trouve apres substitution de ’expression de F3 :

2pm
1 ((m — ) cosa + sin(a)) — “Pm (;T _ 1)
Yo = 4 Rl
14 cosa
Il vient finalement pour la liaison pivot :
mTRL p1 ((m — a) cos a + sin(a —(_ >
R T \2 RLT
{ T} = 4 1+ cosa
%
o 0

12



— EXERCICE 3 —

Dimensionnement de clavette

Question 3.1. Pour dimensionner la clavette permettant de transmettre 1’action mé-
canique apportée par le moteur entre le moyeu 2 et I'arbre 3, on commence par isoler
I'arbre 3. On modélise le contact des paliers lisses entre le bati {1,6} et 'arbre 3 par une
liaison sphérique de centre B et une liaison sphére-cylindre de centre A et d’axe (A, ?)
Le modele cinématique retenu est donné ci-dessous.

{1;6} D I

On modélise le contact de la roue 4, un engrenage a denture droite avec un angle de
pression de 20°, par un glisseur

Fi3 (cos(20°) 2 — sin(20°) %) }

{%—ﬁ’)} :D{ 6)

au point D, le milieu de la ligne de contact sur le rayon primitif R = 25mm. Pour
modéliser 'action mécanique de la clavette, on suppose une pression uniforme p dans la
rainure et on utilise le paramétrage suivant :

v

0,3

13



On a ainsi, pour tout point de la surface

S:{M‘O—M>::c7+y7—;7, xe[ LL], ye[J—R,R]}

22
de surface élémentaire dS = dxdy, 'action mécanique élémentaire

dFy 3 = —p? dxdy

Comme on cherche a dimensionner la clavette, c’est-a-dire déterminer sa longueur L en
fonction de l'effort transmis Fjs, il est intéressant de supposer que I'arbre 3 est en équilibre
dans un référentiel galiléen et de lui appliquer le principe fondamental de la statique.
En exploitant la mobilité de ’arbre 3 par rapport au bati 1, il vient pour I’équation de

moment autour de 'axe (O, 7) :

— — —
Mo 13- z +Mo 43 - T+ Mo o3 - 7 =0

—_———
=0

Par changement de point, il vient :

— — —_— —
MO,4~>3 . ? = MD74~>3 : ? + (F4H3 AN DO ) : 7 = R3F43 COS<200)
Pour I'action de la clavette, partant du moment élémentaire au point O :

— — _— —
AMop oy - @ = dMypas - @ + (dFM AMO ) -7 = —py dady

il vient par intégration sur la surface S :

B R L/2 R LI2R—J
or 7= " [ sy g [t]' = A=

—L/2 2 J—R 2

Reprenant alors I’équation (1), il vient finalement :

LJ(QR — J) 2R3F43 COS(QOO)
RsF, 20°) —p————= =0 =
313 c0s(20°%) = p—— = PTTLIRR— )
Le critere de dimensionnement étant
2R3F43 COS(QOO) 2R3F45 COS(QOO)
= < Pmat = 60MPa <— |L >
LIQR—J) > Pma * J(2R ~ J)Puat

Par application numérique, il vient :

2 x 25 x 2 000 cos(20°)
12 x 3 x 60

L=

~ 43,5 mm

14
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— EXERCICE 4 —

Barrage du Mont-Saint-Michel

Question 4.1. D’apres le schéma cinématique 3D donné, on identifie 2 fois 4 liaisons,
synthétisées par le graphe de structure suivant.

Z pivot glissant
QA d’axe (A1B1> =
o Dy
&S
N

Z pivot glissant
d’axe (AyBs)

conduisant a v = 3 cycles indépendants. Par cours, on sait que :

— chacune des 4 liaisons sphériques a un torseur d’actions mécaniques transmissibles

de la forme :
)(022515—0> + Y022%> + 20223_5 }

{ %—>22 } = { —
Ay 0

ici donné arbitrairement dans la base (?0, me z_g) (alors qu’en isolant ’ensemble
{21, 22} on trouve que la seule inconnue est suivant Tt );

— chacune des 2 liaisons pivot d’axe (O, z_o)) a un torseur d’actions mécaniques trans-
missibles de la forme :

{t%—n} - {

X01370> + Y(n%> + 2012_3
L01£l70> + Mm%

— chacune des 2 liaisons pivot glissant, par exemple d’axe (Al,x_Z), a un torseur
d’actions mécaniques transmissibles de la forme :

— =
Y2131921 + Zo2131221
= —
Ms131921 + Naisgi1221

{%1%31} - {

15



4.1 Action de ’eau sur la vanne

Question 4.2. On étudie 'action de I'eau sur la vanne 1. Cette action mécanique s’exerce
sur la surface d’'un cylindre de rayon R; et de longueur L

S = {P ‘ O—P>:R1ﬁ>(o¢)+z7, a € [ag,0], z€ [_2[/,5]}
telle qu'au voisinage d’un point P € S, on puise construire I’élément différentiel de surface
dS = R;dadz
de normale 77. La pression de I'eau est une fonction de la profondeur y définie comme
(?/:O—l[)-%> = Ry sin(a)
telle que I'on ait :

Va € [a1,0], p(a) =poy(a)=—pgRisin(a) >0

On définit alors 'action mécanique élémentaire exercée par ’eau sur la vanne 1 comme
e
AF s = —p(@) 7 () dS = pgR?sin(a) 7 (o) dadz
Question 4.3. Par définition, 'action mécanique élémentaire est un glisseur d’axe central
(P, W) Cette droite ne contient le point O que si la coordonnée z est nulle. Ainsi, pour
toute coordonnée z # 0, le point O n’appartient pas a ’axe central et donc le moment
élémentaire induit au point O n’est pas nul mais est proportionnel a z :

dMO,eau—)i = dMP,eau—)i + dFeau—>1 N PO
= —p(a) 7 () AS A — (Ry T (a) + 27)
= —p(oz)z?(oz) ds

avec ¢ = Z A7. Comme z — 2 est impaire, son intégration entre des bornes symétriques
est nulle et conduit bien & un moment global nul au point O.

Question 4.4. Pour déterminer ’action mécanique globale, il est nécessaire d’intégrer
I'effort élémentaire sur la surface S. Il vient alors :

N L/2 0
Foans1 = / pgR?sin(a) 7 (o) dadz
—L/2 Jaq

Faisant attention & exprimer 7 (o) = cos(a)Zg + sin(a) g dans la base canonique, il vient

\ L/2 0 0
Frons1 = pgR3 (/ dz) (/ sin(a) cos(a) da 75 + [ sin?(a) da %)

—L/2 (5] (631

On reconnait dans la premiere intégrale en «

/0 sin(«) cos(a) da = /

(631 (3]

0 sin(2q) do — l—cos(?oz)r _ cos(2aq) — 1 _ —sin?(ayq)
4 4 2
a1

16



1 — cos(2a
Procédant par linéarisation de sin?(a) = 2() pour la seconde intégrale en «, il

vient :

/Osin2(a)da:/ol_cos(2a)da: a _ sin(2a) ’ :M_ﬂ
o o 2 2 4 |, 1 2

Finalement, par assemblage des différentes contributions, il vient :

e — R2L . sin(2«
Feau—>1 - pg21 [_ SlIl2(Oé1)LL’_0> + <(1) - al) %)]

2
Avec a; = —, on a
—sin®(ay) -3 — _,  —3pgRiL
——— = — <0 = Faus1-70= <0
2 8 8
) V3 L(n V3
sin(2a)  a; ow 3 — v pgRIL (m 3
e =0 = T 50 = Fhaus U6 = e
1 2 6 8 BARE S R

qui est conforme a la vision intuitive, sachant que pour chaque action mécanique élémentaire,
on a:
Va €

— —_— —_—
;70] ) dFeaqu'x—O)<O et dFeaqu'%)>O

d’ou la cohérence du résultat global obtenu par somme sur S.
Par applications numériques, on trouve :

— —
Fowst - To~ —1,65 x 10°N et Fopuost - 6 ~ 1,35 x 10N

4.2 Action de maintien en position fermée

Question 4.5. Reprenant le graphe de structure global réalisé a la question 4.1 en n’en
gardant « qu’une moitié », il vient :

e =
-o}’%é Q/’(%Oz
X\i@'ﬁ\ 6 Q,,I»@ &
N 8 (& 5
{ o} ¢ ‘)

17



Question 4.6. En supposant négligeables les variations de pression dans le vérin induites
par le champ de pesanteur par rapport au niveau de pressions mises en jeu, on peut
supposer la pression du fluide uniforme. Ainsi 'action mécanique globale développée par
le vérin est un glisseur d’axe central celui de sa tige et de résultante

% %
Fr_o = —puSuws

ou Sy est la section du vérin qui dépend de la chambre du vérin alimenté et donc de son
sens de montage et du signe de Fy_,5 - 175

Question 4.7. Pour déterminer ’action mécanique développée par le vérin, il peut étre
utile d’isoler la vanne 1 puis d’écrire I’équation d’équilibre statique en moment autour
de l'axe (O, 33) correspondant a la mobilité de la liaison pivot. Ainsi, apres avoir isolé
I'ensemble {2, 3, huile} soumis a deux glisseurs et donc tel que ’axe central de {51} soit
la droite (B, :?5), et sachant Mo caus1 = ﬁ, il vient que I’équation de moment autour de
la droite (O, Z) se limite & :

e SRS N
Mo pes—1+ 20 + Mo -2 =0

. . , . . L ) , L. —r =
qui permet bien de déterminer 'action mécanique développée par le vérin car OB # 0.

On remarque avant de poursuivre qu’elle ne dépend que de I'action mécanique induite par
le champ de pesanteur d’axe central (Gj, %) et de résultante Fyesy1 = —my g%, celle de
I'eau étant donc reprise entierement par la liaison pivot avec le bati 0.

Question 4.8. Pour mettre en ceuvre la stratégie, il suffit de calculer deux projections de
moment au point O ; soit :

—_ —_— — —_— —_— —
MO,pesHl C 20 = MGl,pesﬂl © 20 + (Fpesﬁl A G10 ) * 20

= (—migyo A — (Tt +dy7)) - %

— myg (dsin(f) — ccos(B))

et, sachant 75 =7 donné,
IR o e =
Mo.2-1 - % = Mpo - %+ (F2—>1 N BO ) ‘R
= (—puSuTo N — (aTi + by7)) - %

= pg Sy (asin(B) + beos(f))

Finalement, on trouve :

_ g (ccos(B) — dsin(p))
Sy (asin(B) + beos(B))

PH
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— EXERCICE b —

Voilier Alcyone

Question 5.1. On cherche a modéliser ’action mécanique élémentaire exercée par les
pressions aérodynamiques sur la surface d'un cylindre de base un cercle de centre O et de
rayon 7, de hauteur L :

—
S = {M ‘ OM =r7(a)+27, acl0,21], z¢€ [O,L]}
d’élément différentiel de surface dS = rdadz. L’action mécanique élémentaire

y 1 2
dF,_. = —§pVO2 [1 - (C‘f — 2sin (a)) ] rdadz
0

Par intégration sur la surface S, il vient la résultante globale :

— L r2r ] 2
Foe= / / ——pVZ 1 - (W — 2sin (a)> 7 (o)r dadz
o Jo 2 Vo

= —;pVOQrL /O27r [1 — <L‘L)/T — 2sin (a))j (cos(a) 7 + sin(a)¥) da

0

- —;p‘/oer <l1 - (“JT)Q] [/0% cos(a) da T + /027r sin(a) da 7}

Vo

—|—4;0T {/0% sin(a) cos(a) da 2 + /027T sin®(a) da 7}

—4 UO% sin’(cr) cos(a) da @ + /:W sin’(a) da 7})

que l'on peut ségréger, par linéarité, en une somme de six intégrales. Sachant cos et sin
2m-périodique et de valeur moyenne nulle, on a :

27 27
/ cos(a) dav = / sin(a) da =0
0 0

sin(2c
De méme, sachant a +— sin(«) cos(a) = (20) m-périodiques et de valeur moyenne nulle,

2
on a:

2m sin(2«)

/027r sin(«) cos(a) da = /0 da=0

Par suite, par linéarisation :

2 o 1 _ 9 in(2a)1%"
/ sin®(a) do = / 7008( @) do = |2 - sin(2a) =
0 0 2 2 4 0

ou par primitivation directe

/ " sin2(a) cos(a) da — [ )
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ou les deux méthodes combinées

— cos(a)] =0

cos®()

/02” sin®(a) da = /02” sin(a) (1 _ Cosz(a)) dov — l

d’ou, finalement :

—
F,..=—27 pVOer2 7

Sachant que le navire possede deux rotors de hauteur L = 8 m suffisamment éloignés pour
que 'on suppose ne pas interférer au niveau des pressions aérodynamiques et donc tels
que l'on puisse déduire par simple somme 'effort de poussée : 28 650 N.

Question 5.2. Pour des raisons de symétrie évidentes, on peut montrer que 'action
globale des pressions aérodynamiques sur un cylindre est un glisseur d’axe central ([, 7),

— L
avec [ tel que OI = 57 En effet, partant du moment élémentaire au point I :

> > > 1 2
dMjyse = dF,,c NMT = —5,0‘/02 [1 — (L;T — 2sin (a)) ] ?(a)rzdozdz
0

—
avec IM =17 + 27, T=ZATetze [—L/2,L/2], il vient :

— L/2
vav_w:(/ zdz>><--~:6>
—L/2

car z — z impaire. Il vient alors par simple changement de point le moment global en O :

> > > —
MO,v—>c = MI,U—w + Fv—>c NIO =7 pVE)WLQTQ?

Par application numérique, il vient un moment de 114 600 N-m.
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— EXERCICE 6 —

Barriere de Tamise

Question 6.1. Pour déterminer la masse de la porte, on peut la décomposer en deux
volumes élémentaires V; et Vo complémentaires tels que le volume de la porte total soit
V=V+V.

2R sin «

Vi = 2eRLsina Vo =a(R*— (R —e)*)L
Sachant e < R et e < L, il est raisonnable de se limiter au premier ordre en e tel que :
Vo =a2eRL + o (62) ~ 2eRLo

Finalement, supposant la porte constituée d’'un matériau uniforme et homogene de masse
volumique p, il vient sa masse :

m = 2ueRL (o + sin(«))

uestion 6.2. Sachant que la porte possede deux plans de symétrie (C,x1,yi) e
tion 6.2. Sachant 1 t ede d lans de symétrie (C,77,77) et

, Ui, 21) alors son centre d’inertie appartient a la droite (C,yi), intersection de ces
C,yt,7) al tre d’inerti tient & la droite (C,77), intersection d
deux plans. On cherche donc la coordonnée

— 1 —
CG~y_1>:—/ W OM -7 AV
m JMeV

Partitionnant le volume V' en deux volumes complémentaires V) et V5 identiques a ceux
de la question 6.1, il vient :

mCG G = [ pCM Gav+[ M .5 dv
MeVy MeVy

que l'on peut noter 5
mCG - y_1> =mCGy - y_1> +myCGy - y—l>

Pour le volume Vi, la position du centre de gravité est évident :

CGy -yl = —Rcos(a) + = ~ —Rcos(a)

N ®
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Pour le volume V3, que 'on peut modéliser comme un arc

—T —7T+ ]}
g~y T

avec une densité linéique dm = peL R df, telle que 1'on ait :

o = {M |CM = RE0), be

— — —7/24+«
m2CG2-§1>:/ M(JM-y—{dvz/ weLR2 € -7t do
MeV, —7/2—
—7 /24« o
— pelR? / sin(4) d = peL R? / ~cos(6) df
—m/2—a —a
= —2ueLR*sin(a)
Finalement, il vient :
— 1 + cos(a)

CG -yi = —Rsina

~ —8,4m

a + sin(a)

Question 6.3. La pression de 'eau qui s’exerce sur la porte en un point M est donnée
par :
; %
p(y) = pogy,  y=h+MC -y

Cette pression agit a droite sur la surface d’'un cylindre de rayon R et de longueur L

— L L
s, — {M |CM = Re(0) + 2%, b€ [—g - a,@max} e {—2, 2]}
d’élément différentiel de surface d.S; = RdfAdz, telle que 'action mécanique élémentaire

soit :
dF, ,, = —uog (h + Rsin(6; + 0)) e RdAd=

et sur une surface plane de longueur L et de largeur L

— L L
Sy = {M ‘ CM = zx; — Reos(a)yi + 22, 60 € [-Rsin(), L1 — Rsin(a)], z € {—2, 2”
d’élément différentiel de surface dS; = dzdz, telle que 'action mécanique élémentaire soit :
e
dF._,,, = piog (h + zsin(0;) — Rcos(a) cos(6:)) yidadz

nulle quand = = L; — Rsin(«a), d’ou

dF._,, = —pog (L1 — Rsin(a) — ) sin(6;)yi dadz
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Sur la surface Si, il vient le moment élémentaire au point C' :

dMg ey = dF,yy A MC" = —piogz (h + Rsin(f; + 6)) &5 Rdfdz

or comme z — z est impaire, son intégrale sur le segment [—L/2, L /2] est nulle; donc

- s
MC,e—>p = dMC’,e—m =0

Sur la surface Sy, il vient le moment élémentaire au point C' :

dMC,e_; =dF., A MC = —p0g (L1 — Rsin(a) — z)sin(6:) (22 — 277) dedz

or comme z — z est impaire, son intégrale sur le segment [—L/2, /2] est nulle; donc

Mc ey = /MES2 —p10g (L1 — Rsin(a) — z) sin(fy )2z dadz

L/2 Li—Rsin(a) N
= —llog / ) dz | sin(6,) / (L1 — Rsin(a))x — 2* da | 2§
—L/2

—Rsin(o

= jiogLsin(0)) l(Ll = Rein(a))* + (Rsin(a))’
(11 = Rsin(ay) (=)= (O

qui, apres développement se simplifie comme :

— Lsin(6,)L3
MC’,e—m = Hog Slél( 1> ! (3RSID<O[) - Ll) Z—()>
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qui correspond bien au moment que l'on peut déterminer intuitivement dans le cas
Ly = 2Rsin(a) avec
Rsin(a) _s

—
Me¢e—p = p0g 2R sin(«) sin(#y) x Rsin(a)L X — A

dist. axe central

Ymax demie-surface

Question 6.4. Pour déterminer le couple moteur permettant d’actionner la porte, il est
nécessaire de :

1. isoler la porte 1;
2. réaliser le bilan des actions mécaniques extérieures (a 1) :

— liaison pivot d’axe (C), ?g) avec le bati, telle que sa mobilité induise :

% %
Me patisp - 20 = 0

— action de la pression de 'eau (sur Ss, puisque le moment en C' induit par
l'action sur S est nul);
— action de la pesanteur, qui est un glisseur d’axe central (C, %) et donc

—
Me patiop = —mgys A GC

— action du moteur modélisée par un couple

i
N et

3. On suppose que 1 est en équilibre dans un référentiel galiléen et on lui applique le
principe fondamental de la statique. En particulier, ’équation de moment autour de
Paxe (C, %) donne :

—_ s T
MC,béti%p “ 20 T+ MC,eﬁp © 20 T+ Cn=0

d’ou

C, = gsin(6)) [mR sin(a)

1+cos(a)  poLL3 ,
. .y
o Fsin(a) 5 (3R sin(«) 1)
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— EXERCICE 7 —

Carburateur

Question 7.1. Pour déterminer ’action mécanique exercée par la pression de 1’eau sur le
flotteur, on découpe sa surface extérieure en :

— un disque de centre O et de rayon r
Si={M|ONM =¢g0), celo], 6e0.2q]) .

d’élément différentiel de surface dS; = & d€ d6, sur laquelle s’exerce I'action méca-
nique élémentaire

—
AF® , = pgh@ ¢ d¢ df

e—f

Par intégration sur la surface S, il vient I'action mécanique globale :

— r 2w 7“2
F%f = / / pgh& d@dg? = pgh X 21 X 57 = nghﬁ?
0o Jo

e

— un tronc de cone de demi-angle au sommet «, de rayon de base r et de hauteur A tel
que
—
Sy ={M |OM =27+ R(z)e/(0), =€[0,h], 0¢]0,2n]}

avec
R:zw—r+tan(a)z
tel qu’au voisinage d’un point M, 'action mécanique élémentaire soit

@
dF2,, = —pg (h—2) 7 dS;

e

On construit I'élément différentiel de surface au voisinage du point M tel qu’une
variation d’angle df induise une variation de longueur d’arc R(z)df et qu’une variation

comme illustré

de hauteur dz induise une variation de longueur de génératrice
cos(a)
ci-apres.

25



Il vient alors par produit 1’élément différentiel de surface
dz 74 tan(a)
cos(a)  cos(a)

© d6dz

dSy = R(z) df x

Sachant que 77 = cos(a)e, — sin(a)Z et que

27 27
zwz/ @Zdo=10

0 0

par intégration sur la surface S, il vient I'action mécanique globale :
? h 27
FZ = /0 /0 pg (h — z) tan() (r + tan(a)z) dodz7
h
= 2mpg tan(a) /0 (hr + 2z (htan(a) — r) — 2 tan(a)) dz7

= 2mpg tan(a) <h2r + };2 (htan(a) —r) — };tan(a)> Z

= mpgh?® tan(a) (T + gtan(a)> Ef

Finalement, il vient par somme

P 3
F.;= Fe(if + Fe(zf = mpg [hr2 + h* tan(a) (7‘ + 3tan(@))] z
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Pour des raisons de symétrie de révolution de la géométrie et de ’action mécanique exercée
par la pression de I'eau, le torseur d’action mécanique globale est un glisseur d’axe central

la droite (0, Z).

Question 7.2. Pour appliquer le principe d’Archimede, il est nécessaire de déterminer le
volume d’eau déplacé, correspondant au volume immergé. Partant du fait que, pour une
altitude z € [0, h] donnée, l'aire est égale a :

A(z) =7 R%(2) = 7 (r + tan(a)z)?
il vient par intégration sur le segment [0, h], le volume :
h h )
Vv :/ A(z) dz :/ 7 (r + tan(a)z)” dz
0 0

t h)? —r? h3 tan?
= 7T(T +tan(@)h)” — =7 [ 7*h + rh? tan(a) + h”tan(a)
3tan(a) 3

=7 [th + h? tan(a) (T + gtan(a)ﬂ

qui, multiplié par pg, conduit a la méme expression de l'effort que celle trouvée a la
question précédente.
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— EXERCICE 8 —

Assemblage par frettage

8.1 Effort axial maximal transmissible

Question 8.1. Supposant que {#],2} est un champ de translation de direction 7 tel que
VM,  VaipAZ =0 ot Va2 <0
on a au voisinage d’un point ) de la surface
5={Q|0Q =R 0) +=2, 0cl0,21], z€[-LL
de 1, de normale extérieure —i—e_ﬁ, telle que I'action normale soit
dm = —pe; dS

avec dS = R df dz ’élément différentiel de surface. En se placant a la limite du glissement,
d’apres les lois de Coulomb on a :

s
Vo NdTpy =

d’ou

Il vient alors le schéma suivant.

I A o
] I
A s A
25555500 ol 000000000000 0000000000000 7
70000000 ——— il 7 00000000000000000000000007
05555502 s NS00 0000000005000007
15550000 000 1000800005500000000000 15050002
12222777 2 1 rr77 0122722777777 777777077777777777777707777
25550000 —1 220 A I s
1200 000 [00000000K000000000000 10ttt 70
s 0000000000505500000507: 22 —
2500 10000500005555500 0000000000000%05555077 20N
] 400550000005008525525007 20 e
717777 21707777727 7277777 YIIIIII 2777770127777 7077 C 77 T
I 0 000005000000000X005,0040007. 21 oA
D 00000000000000000800000000007: LA
s A D AL
« [00022525255022222000%, o 7.0
* 1 2 LIIIIIIIIIIII IS 77777, 77777 717777777777
, 00000255525555525007 1000000000000
0055200055550000 145000000000000000
. [/0522200000020070% 00000000552000%
251 00050055505000550 10050055005000
105000000000550000 000000000005050007
00005550505055000 000052522055555000
10500000000550000 § 10000000000000507
1 — — — ] 00055555525050000 >
10500000000050000 R
000055555550520000 000005525550055000
10005000005550000 [025200055255552027
100000000000520000 000000000555555507
000000000050050000 000052005505050000
100555020005555500 N 100552500005555505%
000005520005555000, 1000552050555550000
00000000000000555007 10000000000005500000
0000000050000505000 700000500005052252007
A e A
7 Y I Ay
000000000005005000000000507 75000 00 00000000000000000050000000000
000505000055000005555050507 Ay
000000000005000000000000507 0 00000000000000000000000000000
000000000000000050000000507 Ay
000000000055000005500000507 0 00000000000000000000000000507
000000000035005050000000507 0 0000000000000000000000000000005000
000000000050000005500050507 0000525520002 15000000 2252222,
000000000052005050000000507 00000000000000000000000000000000000007,
000500000025000005500050507 00000000000000000000000000050007,
000000000055000000000000507 00000000000000000000055500000007,
000550000055000005550050507 I
000000000000000000000000577 1550000005550000 1500007
000550000052000005550050507 000000000050020000000550007,
000000000050000000000000507 $005500000550505005000007,
000000000000005050000000507 10000000000552520007,
000000000000055000000007 100000520000072
20000202202222222000000020%
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Question 8.2. Posant

dFZal
{dc%%l} = —
0 0

le torseur d’action mécanique élémentaire en un point () de la surface S, on a, a la limite
du glissement, la décomposition

dFQ—)i :dN2—>1+dT2—>£:p(fa?_€—r>) Rd&dz, p>0

Question 8.3. Par relation de changement de point, il vient le moment élémentaire au
point O :

dMO,2—>1 = dMQ,Q—)i + dF2—>1 A QO
—p(fa?Z —€) dSA(=Re; — 2 7)
= p(Rf,+2)¢ dS

Par intégration sur 9, il vient la résultante globale :

L/2 r2m
Fo= / [ (1?7 - @) Raga:
—L/2J0

et le moment global

N L/2 r27
Moo = /L/Q/O p(Rf.+2) e RdOdz

Sachant e, = cos(#) 7 + sin(A)Y et &) = cos(0) Y — sin(0) 7, il vient

27 2T
/ 2 (0) de/ @0 do=1
0 0

d’ou
L/2 p2m
Py = / / pfa? RA0dz = 2nRLpf, 2
—1/2Jo
et
— =
MO,2—>1 =0
Soit finalement
2mRLpf. 7
{92%1} = { — }
o 0

8.2 Couple maximal transmissible

Question 8.4. Supposant que {#]/2} est un champ de rotation d’axe central (O, 7) tel

que
S e
Ql/gA?:ﬁ et 91/27<0
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7

w>0
—pe; dS
_>
T2—>1 =0
e

d

fa HdN2—>1H

int

12 N\

_—

)

iel de surface. En se plagant a la limite du glissement,

Vo2 - dlz <0
= —wZ A(Re, +27)

= —Rw?e

0)+27, 6elo,2n], ze[-L L]}

(ZT
dN2—>l
ey
Vo

—

172 = Vo2 + Qi NOQ

dT2—>1

6_7?, telle que l'action normale soit
rent

iffé
t.

1

Vo

oQ =R
érieure +

Q

7

ema sulvan

{
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R dfdz I'élément d
les lois de Coulomb on a

N

On a au voisinage d’un point @) de la surface
apres

Avec, par relation de changement de po

on note

de 1, de normale ext
avec dS

d7

d’ou

Il vient alors le sch

Q dT2—>1

Question 8.5. Posant



le torseur d’action mécanique élémentaire en un point () de la surface S, on a, a la limite
du glissement, la décomposition

dFy1 = dNpoy +dTos1 = p(faes — &) RdOdz,  p>0

Question 8.6. Par relation de changement de point, il vient le moment élémentaire au
point O :

AMp g1 = dMg 1 + dFy o AQO
_p(fa€9_€r) dS/\( €_7~>—Z7)
= Z)(}%j;iz? ——,Zj;tBT - Zzig) ds

Par intégration sur 5, il vient la résultante globale :

L/2 2m
Foa= [0 [ o — ) Rdodz
L2 Jo

et le moment global

L/2 r2m
M02_>1 /L/2/O p(Rfa7—zfaer 269) R dfdz

Sachant e, = cos(#) 7’ + sin(A)Y et &) = cos() Y — sin(0) 7, il vient

21 21
/ e (0) d9/ a0)do =10
0 0

—_— =
F2~>1: 0

d’ou

et

L/2 2n
/ pR2f, 7 d0dz = 2n R2Lpf, 2

MO,2—>1 -
—L/2Jo

Soit finalement

ﬁ
(T} = ’
- { R Lpf, 7 }

qui est un champ uniforme.
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— EXERCICE 9 —

Systéeme de freinage d’'un TGV Duplex

Question 9.1. On isole la garniture 1 et on applique le théoreme de la résultante statique
en projection la direction 7. 1l vient :

_ _ R 0> _ &2 e 02 __ R% _R%
Fl—/spdS—p /R1 /91 pdpd@-p[2 Rl[@]el—p — 5 (0 — 61)

Avec 'expression de @ donnée dans le sujet, il vient finalement :

Fi=ap (Rg — R%)

Question 9.2. sachant que {7],o} est un champ de rotation d’axe central (O, ) tel que
0’107 .
{710} = — ; 010 >0
o 0

On a au voisinage d’un point M de la surface

——

S={M|OM =pe(0). pelRi.R), 0¢[0r 0}

de 1 au contact du disque, de normale extérieure —7, telle que I'action normale soit

dNgs = p7 dS

avec dS = p dpdf I'élément différentiel de surface. En se placant a la limite du glissement,
d’apres les lois de Coulomb on a :

> —>
Vi AdTps1 = 0
— s —
Vo - dTp-1 <0

Avec, par relation de changement de point

Va0 = Voajo + Qijo AOM
= 0107 A (pe;)
= ,09‘106_(9>
d’ou
—
dTO—>1 - —fp ds e_9>

Finalement, il vient I'action mécanique élémentaire de contact :

p(Z - fep) dS }

{d%—n} = M{ 6>
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Par relation de changement de point, il vient le moment élémentaire au point O :

dMo o1 =AMt +dFys1 A MO
=p (7 — &) dS A (—per)
= —pp(es + f7) dS

d’ou I'action mécanique élémentaire au point O

p(Z - fep) dS
—pp (e} + f7Z) dS

{d%ﬁl} = {

Question 9.3. Supposant que l'on a 0; = 71/2 — « et Oy = 7/2 + a, il vient

/02 & (0) 40 = /“/M Z(0) 40 = —/a & (0) 40

91 71'/2—0( —

Sachant e, = cos(#) 2’ + sin(A) Y et sin impaire, il vient

/9192 e (0) do = — /a cos(0) d07 = —2sin(a) 7

—

d’ou, par intégration sur la surface S, il vient la résultante globale

A= [ @ @) dedp—zp(R%;R%) (7 + fsin(@) D)

ainsi que le moment global au point O
_ R 02 R3 _ R3
Mog1 = /R /9 —p°p (€4 + ) dodp=2p <231> (sin(a) 7 —af )
1 1

avec, en particulier

. R3 — R3 R} — R}
M0,0—>1'7=—204fp<231> =3 fFl <R2 R2>

Question 9.4. Pour déterminer le couple de freinage, il est nécessaire de tenir compte des
deux surfaces de contact qui permettent de dissiper deux fois plus d’énergie au freinage.
Sachant que le disque est en liaison pivot d’axe (O, 7), supposée parfaite, il vient par
équation de moment autour de (O, 7) et théoreme d’actions réciproques :

2 RS — R3>

I
Cr=Moi-0- 7‘1‘]\/fozao 7= Bf(F1+F2)<

R2 — R?
Question 9.5. Sachant que le vérin est articulé entre D; et D, et sachant que les
garnitures sont articulées en B; et Bs, il vient par équation de moment autour de 'axe
(Cl, 7) .

BlCl Fl = chl Fv — bFl = CFU
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et autour de Daxe (Cy, 2)

BQOQ F;, = DQCQ F, = bF,=cF,

d’ou c
F1 — F2 - BFH
Par simple substitution, il vient alors le couple de freinage
R} — R}
EEL
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