Calcul asymptotique
Fonctions convexes
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1 Comparaison des suites et des fonctions

1.1 Suite dominée, négligeable par rapport a une autre

Soit (au,)neny une suite de réels (éventuellement de complexes).

Définition 1 On dit que la suite (u,)nen est dominée par la suite (u,)nen quand il
eriste M € R tel que il existe N € N pour tout n > N :

|tUn| < Moy,

On note alors :
un, = O(ay,)



(Se lit : "grand O7).
On dit que la suite (u,)nen est négligeable devant la suite (a,)nen quand il existe une
suite (M,,) convergeant vers 0 tel que, il existe N € N pour tout n > N :

[ty | < Mpy|au,|
On note alors :
u, = o(ay,)

(Se lit : "petit 0”).

D’abord quelques criteres bien pratiques :

(un)nen est bornée si et seulement si u,, = O(1) et (u,)nen tend vers 0 si et seulement
si u, = o(1).

Propriété 1 Si la suite (a,)nen ne s’annule pas (au moins a partir d’un certain rang)
Un

est bornée (au moins a partir d’'un
"/ neN

alors u, = O(ay,) si et seulement si la suite

certain rang).

Si la suite (o, )nen ne s’annule pas (au moins a partir d’un certain rang) alors u, = o(ay,)

Un

si et seulement si la suite
0.

(définie au moins a partir d’un certain rang) tend vers
N

On a les regles opératoires suivantes (U )nen, (Un)nen, (Qn)nen sont des suites.

Propriété 2 o Siu, =o(ay,) alors u, = O(ay,).

o Siu, =0(a,) etv, =0(ay,) alors u, + v, = O(ay,).

o Siu, =o(a,) et v, =o(ay,) alors u, + v, = o(ay,).

o Siu, =o(a,) et v, =0(ay) alors u, + v, = O(ay).

e Siu, =0(a,) etv, =0(B,) alors u,.v, = O(a,.fr).

o Siu, =o(ay,) et v, =0(,) alors u,.v, = o(ay,.fy).

o Siu, =o(ay,) et f, =o(a,) alors u, = o(ay, — Br).
(an)

o Siu, =o(a,) et a, = O(fBy) alors u, = o(B,).
Les exemples de base, a connaitre par coeur, sont les suivants :

Propriété 3 Si0 < |a| <1 et a, B sont strictement positifs :

() i)

Sia>1 et a, B sont strictement positifs :

In’(n) = o(n®) , n®=o(a").



On dit que "I'exponentielle 'emporte sur qui ’emporte sur la puissance qui ’emporte
sur le log”.

Propriété 4 Si 0 < |a| < |b|, alors :

St o < 3, alors :

St o < B3, alors :

L (1Y, L 1
nf 0(@) ¢ n’(n) ¢ (ln“(n)) ‘
1.2 Equivalence de 2 suites

Définition 2 On considére 2 suites réelles (ou complexes) (up)nen €t (Vn)nen-
On dit que (up)nen €t (Un)nen sont équivalentes et on note :

Up ~ Up

quand ['une des conditions équivalentes suivantes est réalisée :
o u, = v, + w, avec w, = o(vy).
® v, = U, + w, avec w, = o(uy,).
o v, — U, = ouy).

o v, — u, = o(vy,).
Un critere bien pratique :

Propriété 5 Si (uy)nen €t (Vn)nen sont a termes non nuls (éventuellement a partir d’un

certain rang) :
Unp
Uy ~ VU, — =1
Un

En particulier 2 suites réelles équivalentes ont meéme signe a partir d’'un certain rang.

Les regles opératoires associées sont les suivantes ((un)nen, (Un)nen, (Wn)nen €t (tn)nen
sont des suites a termes non nuls a partir d’'un certain rang) :
Propriété 6 o Uy ~ Uy.
e Siu, ~wv, etv, ~w, alors u, ~ w,.
o Siu, ~ v, alors v, ~ u,.
o Siu, =o(v,) et v, ~w, alors u, = o(wy,).

o Siuy, + w, ~ v, et w, =o0(vy,) alors u, ~ v,.



St Uy, ~ v, + Wy, et w, = o(vy,) alors u, ~ vy,.

Si up ~ v, et w, ~t, alors :
Up Wy ~ Up.tn
et
Unp, Un,

_~ —,

w, t,

St u, ~ v, etk €Z alors :
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Une application importante des équivalents est le calcul des limites notamment avec la
propriété suivante :

Propriété 7 Si (up)nen €t (Vn)nen Sont des suites :
e 5ileC*, u, ~1 est équivalent a u, — 1.

o Siu, ~ v, etu, =1 (I fini ouinfini) alors u, — 1.

1.3 Fonction dominée, négligeable par rapport a une autre

On consideére ici a un point de R U +o0.
Soit f, ¢ deux fonctions définies au voisinage de a.

Définition 3 On dit que la fonction f est dominée par la fonction ¢ au voisinage de a
quand il existe M € RY tel que au voisinage de a :

f(z)] < M|o(z)]

On note alors :

f=046) ou f(x)= O (4(x))

On dit que la fonction f(z) est négligeable devant la fonction ¢ en a quand il existe une
fonction M définie au voisinage de a, tendant vers 0 en a telle que :

|f(2)] < M(z).[o(x)

On note alors :

f=0a(9) ou f(z)= o (¢(x))

Tr—a

Propriété 8 Si ¢ ne s’annule pas au voisinage de a alors :

1. f(z)= O (¢(x)) si et seulement % est bornée au voisinage de a.
T—a
flz) = wga(¢(:c)) si et seulement % — 0.



Les regles opératoires sont tout a fait analogue a celle des suites.

Les exemples de base, a connaitre par coeur, sont les suivants :

Propriété 9 Si0 <a <1 et a, B sont strictement positifs :

i | 1 1
ad= o (—] , —= o |(——]).
rz—+oo \ T T« T—+00 11’16<l’>

Sta>1 et a, B sont strictement positifs :
n’(n)= o (z%) , 2°= o (a%

T—+00 T—+00

On dit que "l’exponentielle ’'emporte sur la puissance qui l’emporte sur le log”.

St o < [ sont 2 réels :

a _ B
Si0<a<bsont 2réels :
a®= o (V%)
T——+00

St a, B sont strictement positifs :

1
- 2, (2)

St a < B sont 2 réels :

1.4 Equivalence

Définition 4 On considere fonctions f et g définies au voisinage d’un point a € RU Fo00.
On dit que f et g sont équivalentes en a et on note :

f(@) ~ag(z) 0w f(x) ~ama g(2)

quand ['une des conditions équivalentes suivantes est réalisée :

o f(x) =g(x) + h(z) avec h(z) = 0u(g(x)).
* g(x) = f(x) + h(z) avec h(x) = 0a(f(2)).
o g(x) = f(x) = 0alg(x)).
o g(x) = f(x) = 0u(f()).

Propriété 10 Si f et g ne s’annulent pas au voisinage de a alors :

f(x)
g9() e

f(z) ~q g(z) si et seulement si



Les regles opératoires associées sont tout a fait analogues a celles des suites.

Un polynome est équivalent a son terme dominant, une fraction rationnelle au quotient
du terme dominant de son numérateur par son celui de son dénominateur.

Les équivalents servent, entre autre, a calculer les limites a l'aide de la proposition
suivante.

Propriété 11 f(z) ~, 1 € R* si et seulement si f(x) — .

r—a

Si f(x) ~q g(z) et g a une limite | (finie ou infinie) en a alors f a la limite | en a.

1.5 Equivalents classiques

Les équivalents concernant les fonctions élémentaires sont a connaitre par coeur :

8

~

z—0

sin(x) ~p0 T
tan(x) ~u0 T
arcsin(z) ~go
arctan(z) ~g0
(x) x

(z) x

~r—0

Pas explicitement au programme donc a savoir redémontrer :

Propriété 12 (Propriété de composition) Si (u,),en est une suite réelle tendant vers
I €R et f et g sont 2 fonctions définies au voisinage de | et vérifiant f(x) ~uy g(x) pour
alors :

f(un) ~nosoo g(un)

Propriété 13 (Complément) Si deuzx suites (u,)nen €t (Un)nen tendent vers 07 ou +oo
et u, ~ v, alors :
In(u,) ~n_oo In(vy,)

2 Formule de Taylor, développements limités

On donne ici des outils importants (développements limités) a partir des formules de
Taylor. Les justifications des formules de Taylor seront apportées au chapitre intégration.

On considere une fonction f définie au voisinage d'un point a.



Définition 5 On dit que la fonction f admet un développement limité d’ordre n € N
en a si on peut écrire :

fla+h)=0by+hby +h*by+---+b,.h" + o (h")

h—0

avec (b, by, ..., by) € R aqutrement dit s’il existe un polynome P de degré n tel que :

fla+h)=P(h)+ o (h")
h—0
Le polynome P s’appelle la partie principale du développement limité ou simplement
développement limité. La quantité f(a + h) — P(h) s’appelle le reste.

Le développement précédent est dit écrit sous forme normalisée si

fla+h)=hP(ag+ h.a; +h*ay + -+ ap.h" + hgo(h”))

avec ag # 0. Dans ce cas pour h — 0 : f(a + h) ~ agh?.

Propriété 14 Si une fonction f admet un développement limité a l'ordre n en a, celui-ci
est unique. Dans ce cas, elle admet en a un développement limité a tout ordre m inférieur
a n qui est obtenu en supprimant tous les termes de degrés supérieurs a m + 1 dans le
développement de f a l'ordre n (troncature a l'ordre n).

Notons, cela simplifie certains calculs, que si la fonction f est paire (resp. impaire) et
développable a I'ordre n en 0 alors son développement limité est un polynéme pair (resp.
impair).

Les développements limités des fonctions élémentaires sont obtenus grace a la formule
de Taylor qui sera prouvée dans un chapitre ultérieur :

Théoréme 1 (Formule de Taylor) Si f est une fonction de classe C" au voisinage de
a alors elle admet un développement limité a ['ordre n en a. Plus précisément :

@) (q ) (q " fR) (g
f(a+h):f(a)+f'(a).h+fT().h2+~-+f nf Lt o (i) :;f kf Dt o ()

ou, en notation différentielle :

U (o)
flath) = f(a)+%(a).h+—d“’22 e X (4 kzd hk+hgo(h“)

On obtient ainsi les développements suivant (en 0) & connaitre par cceur! (n est un entier
non nul) :



=1 2 ce — 1)\ " n
o lowat e (D o (o),
1 2
. =l+z+a2°+---+a"+ o (a"),
11—z z—0
x? n
ecf=14z+—+ -+ — O(:E"),
n! z—0
3 p2n+l )
— - _1\n n+2
* sin(z) =z 6 o= (2n+1)! a79>0<x ):
.T2 x?n )
=1 - — .. —1\" n+1
e A T I A
3 p2ntl
= —_— 2n+2
o sh@)=at gt Gy L)
.I‘Q x2n )
= F— n+1
e N I
In(1+z) = i +( 1)"+1xn+ (z™)
° el 2 n :vgox ’
° (1+x)a:1+a:p+@$2+...+wxn+ Og(mn)’
: r—
» arctan(r) =z =3+ (S 0, @),
23
o tan(z) =2+ =+ o (2
3 z—0

Les développements limités des autres fonctions sont obtenus par application des regles
opératoires qui suivent.

Propriété 15 Si les fonctions [ et g admettent des développements limités a 'ordre n en
a et si:
fla+h)=by+ h.by +h% by + -+ + by h™ + hgo(h“)

et gla+h) =co+h.cy + h*ca+ -+ ¢, W™ + hgo(h") alors :
o Af(a+h) =g+ hXby+h2Aby + -+ Ab " + o (h"),
o (f+g)(ath)=by+coth(by+e)+h(by+ca) 4ot (bt o) B+ 0 (W),
o f.gla+h)=1[(bo+h.bi+h*by+---+b,.h").(co+h.ci+h*co+-- -+cn.h”)]n+hgo(h").



ou [P(x)], est le polynome obtenu en supprimant tous les termes de degrés > n dans le
polynome P (troncature a l'ordre n).

Ainsi I'ensemble des fonctions ayant un développement limité a 'ordre n en a est un
sous espace vectoriel de ’ensemble des fonctions définies au voisinage de a.

Propriété 16 Si la fonction f admet un développement limité a l'ordre n en a et si la
fonction g admet un développement limité a l'ordre n en f(a) alors la fonction go f admet
un développement limité a l'ordre n en a. Plus précisément :
Si fla+h) = P(h)+ o (W) (P € Ryla]) et g(f(a) + H) = Q(H) + o (H") (Q € R[]
alors :

9(f(a+h)) = [Q(P(h))]n + ono(h")

[Q(P(h))], est la troncature a l'ordre n de la composée des polynomes P et Q.
Concernant le passage dérivée-primitive, on obtient :

Propriété 17 Sila fonction f est une fonction de classe C*™' admettant un développement
limité a Uordre n+1 ena : f(a+h) = P(h) + op_o(h") (P € R,41[x]) alors la fonction
f" admet un développement limité a l'ordre n en a sous la forme :

f'(a+h)=P(h)+ o (h")

h—0

Réciproquement, si la fonction f continue admet un développement limité a ['ordre n
en a sous la forme : f(a+ h) = P(h) + opo(h"™) (P € Ry,[x]) et si la fonction F est
une primitive de f alors I admet un développement limité a ['ordre n + 1 en a. Plus
précisément :

h
F(a+h)=F(a) + /0 P(u)du + hgo(h"“)

En pratique, on dispose donc des outils suivants pour calculer les développements limités
(par ordre de préférence) :

e utiliser la linéarité,
e utiliser un produit,

e faire apparaitre une primitive, une dérivée,

e faire apparaitre un quotient et utiliser le développement de 1 ,
-

e faire apparaitre une composée,

e rechercher le développement par coefficients indéterminés.

e utiliser la formule de Taylor (seulement en dernier recours!).



3 Quelques applications

Les applications du calcul asymptotique sont riches et variés. Voici quelques exemples :

Propriété 18 Soit f une fonction définie au voisinage de a € R. La fonction [ est
dérivable en a de dérivée f'(a) si et seulement si :

fla+h)=f(a)+h.f'(a)+ o (h)

h—0

Propriété 19 Soit f une fonction définie au voisinage de +00. La courbe de f admet pour
asymptote au voisinage de +oo la droite y = ax + b quand on a pour x — o0 :

f(x) =azx+b+o0(1)
Soit a un réel et f une fonction définie au voisinage de a et de classe C? :

Propriété 20 Si f admet un extremum local en a alors f'(a) = 0.
Si on a de plus :

fla+h)= f(a)+ah*+ o (h?)

h—0
alors :

e Sia>0, f(a) est un minimum local.

e Siaw<0, f(a) est un mazimum local.

Concernant la factorielle (il faut savoir que cette formule existe mais elle n’est pas a
connaitre par coeur) :

Théoréme 2 (Formule de Stirling)

nl ~ V2mn <E>
e

4 Fonctions convexes

Soit [ intervalle ouvert de R.

Remarquons que pour tout (z,y) € I? (z #y) et A€ [0,1] : (1 =Nz + My € [v,y] C [
et que si z € [z,y] alors z = (1 — M)z + Ay avec A = =2 € [0, 1].
Dit autrement : pour tout (z,y) € I et A, p dans R :

Az 4 py

€ oyl CI
"y [z, y]

Autrement dit un intervalle est un ensemble conveze.

Soit f une fonction définie sur [.

10



Définition 6 La fonction f est conveze sur I quand pour tout (z,y) € I? et A € [0,1] :

S =Nz +Xy) < (1 =N f(z) +Af(y)

Ou de maniere équivalente :
Pour tout (z,y) € I? et A\, n dans R, :

F (M + uy) < M (@) + pf(y)
A A+

Faisons tout de suite les remarques suivantes :

Propriété 21 o Si f et g sont des fonctions convezes sur I et si o et Ssont positifs
alors af + Bg est convexe sur I.

e Une fonction affine est convexe sur I.

e Sila fonction f est convexe surl eta, b sont réels alors la fonction v — f(x)—(ax+Db)
est encore une fonction convexe.

Notons une application classique :

Propriété 22 Si la fonction f est convexe sur I et v < z < x avec f(x) = f(y) = 0 alors

f(z) <0

Propriété 23 (Pentes d’une fonction convexe) La fonction f est convexe sur I quand

pour x < z <y dans I :
f&) — 1) _ f) ~ 1)

Z—x B Yy—z

Ainsi si la fonction f est dérivable :

Propriété 24 (Convexité des fonctions a dérivée croissante) Si la fonction f est
dérivable et a dérivée croissante sur I alors f est convexe sur I.

Ainsi si la fonction f est dérivable :
Propriété 25 (Convexité des fonctions a dérivée dérivée seconde positive) Sila
fonction f est 2 fois dérivable et a dérivée seconde positive sur I alors f est convexe sur

I.

Posons a € I et f convexe et dérivable en a. On peut poser pour x € [ : T,(x) =
f'(a)(x —a) + f(a) 'application tangente a f en a. On a pour z € I :

f(z) = T(z) = f(a)(x —a) + f(a)

Autrement dit une fonction convexe est toujours au dessus de ses tangentes.

11



Propriété 26 (Inégalité de Jensen) Sila fonction f est convexe sur I alors sin € N*,
(1, ...xn) € I™ et (A, ...N,) € [0,1]" de somme 1 :

f (Z Aﬂi) < Z Aif ()
i=1 i=1
Dit autrement : sin € N*, (xq,..2,) € I et (A1,...A,) € (RY)™ -

Z?zl i Z?:l )\Zf<x2>
d ( Z?:l Ai ) = 2?:1 Ai

Savoirs et savoirs faire indispensables

Savoirs

Définition d’une fonction ou d’une suite dominée, négligeable par rapport a une autre,
équivalente a une autre suite.

Equivalents classiques.

Formule de Taylor.

Développements des fonctions élémentaires.

Savoir-faire

Calculs simples de développements limités.
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