Chapitres 16 : Matrices.
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Dans tout ce chapitre, on fixe K = R ou C et on considere des espaces vectoriels sur K,
tous de dimensions finies.

1 Rappels

1.1 Algebre linéaire

Soit E est un espace vectoriel de dimension p et B = (ey, ..., e,) une base de E.
Si v est un vecteur de £ alors on peut écrire de fagon unique : v = Aje; +-- -+ A\,e,. Les
scalaires Aq,..., A, sont les coordonnées de v dans la base B.
Propriété 1 Si E et F' sont des espaces vectoriels, E de dimension finie, (e1,...,e,) une
base de E, (fi1,..., f,) une famille de F, alors il existe une et une seule application linéaire
u € L(E,F) telle que, pour tout i € {1,...,p} :
u(e;) = fi

Rappelons que L(FE) est un espace vectoriel et un anneau (non commutatif si dim(F) >
2) dont le produit est donné par la composition des endomorphismes et dont 1’élément
neutre est l'identité.

Les identités géométriques et du binome s’appliquent a 2 éléments qui commutent.

Aut(E), 'ensemble des endomorphismes bijectifs de E est un groupe multiplicatif dont
I’élément neutre est I'identité.

1.2 Matrices

On rappelle : M,, ,(K) est I'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients
dans K :

My (K) = {M — Dl rien ) VISEE A, € K}

1<j<p

M, (K) est 'ensemble des matrices a n lignes et n colonnes a coefficients dans K :
M (K) = {M = [Njli<ijen/ V1 <4, <n Ay €K}

Pour la multiplication par les constantes et 'addition termes a termes, M, ,(K) est un
espace vectoriel de dimension n x p et M,,(K) est un espace vectoriel de dimension n?.

L’espace M,,(K) est un espace vectoriel et un anneau (non commutatif si n > 2) dont
le produit est le produit lignes colonnes et dont 1’élément neutre est la matrice I,,.

Les identités géométriques et du binome s’appliquent a 2 éléments qui commutent.



1.3 Matrices inversibles

Théoreme 1 GL,,(K) est un groupe (multiplicatif) d’élément neutre I,, appelé groupe
linéaire d’ordre n. En particulier, le produit de 2 matrices M et N inversibles est in-
versible et, de plus :

(M.N)t =Nt M
(MY t=M

L’ensemble des matrices diagonales (resp. triangulaires supérieures, resp. triangulaires
inférieures) inversibles autrement dit a éléments diagonaux non nuls forme un sous groupe
du groupe GL,,(K).

2 Matrice d’un vecteur et d’une application linéaire.

2.1 Matrice colonne d’'un vecteur

Soit E un espace vectoriel muni d’'une base B = (ey, ..., ¢,).

Définition 1 Soit v € E. On peut écrire v = Aj.e; + - -+ + A\,.e,. On pose alors :

A1
X = Matg(v) = | :
An
X € K" est la matrice colonne ou le vecteur colonne représentant le vecteur v dans

la base B.

Théoreme 2 On considére E un espace de dimension n, B une base.
L’application :

qui a tout vecteur de E associe le vecteur colonne qui le représente dans la base B définit
un isomorphisme d’espaces vectoriels entre E et K.

En particulier, notons que si v et w sont deux vecteurs de E et A un scalaire :

Matg(v + w) = Matg(v) + Matg(w)
MatB()\v) = /\MatB(v)

Remarquons que le résultat précédent dans le cas de K™ muni de sa base canonique
consiste a remarquer que si v € K" : Matea,(v) = v...



2.2 Matrice d’une application linéaire

On considere E un espace vectoriel muni d'une base B = (ej,...,e,) et ' un autre
espace vectoriel muni d'une base C' = (f1,..., fa).

Soit u une application linéaire de E' dans F. On peut écrire :

uler) =Anfi+--+ afi+- -+ afa
u(e;) = Aijfi+- o+ Njifi+ o+ Mgt

u<ep) = )‘1pf1 + -+ Azpfz +---+ /\npfn
Les nombres (A;;) déterminent completement 1’application w.

Définition 2 Dans les conditions précédentes, M = [\;;]1<i<n est la matrice dans les

I<j<p
bases B et C de l'application linéaire u. On note :
)\11 . )‘lj . /\lp
M = MatBC(u) = )\il c. )‘ij c. )\ip
Aol oo Ang e A

Autrement dit, la j-iéme colonne de la matrice Matp o (u) est constituée par les coordonnées
dans la base C' (de F') de l'image par u du j-ieme vecteur de la base B (de E ).

Ainsi avec les notations précédentes :
M = Matp c(u) = (Matc(u(er)) ... Mate(u(e;)) ... Mate(u(ey)))
Le fait que toute matrice représente une application et une seule entraine :

Théoreme 3 Dans les condition précédentes 'application :

qui a toute application linéaire entre E et F' associe sa matrice dans les bases B et C
définit un isomorphisme d’espaces vectoriels entre L(E, F') et M, ,(K).



En particulier, notons que si u et v sont des applications linéaires et A un scalaire :

Matg o (u 4+ v) = Matp ¢ (u) + Matg o (v)
Matp c(Au) = AMatp ¢ (u)

Dans le cas ou l'espace E est KP et I'espace F' est K" et que les bases choisies sont les
bases canoniques, on obtient :

Définition 3 Si u est une application linéaire entre KP et K", en reportant dans la j-
iéme colonne les coordonnées de u(e;) (e; : j-iéme vecteur de la base canonique de K?), on
construit la matrice canoniquement associée a u € L(KP,K") souvent notée Mat(u)
ot Mat e, (u).

Les résultats précédents montrent :

Propriété 2 L’application :

Matcan LKD) = Mip(K)
u — Matean (1)

qui a toute application linéaire entre KP et K" associe sa matrice canonique définit un
isomorphisme d’espaces vectoriels dit canonique entre L(KP,K") et M,, ,(K).

2.3 Matrice d’'un endomorphisme

Dans le cas d'un endomorphisme u € L(F) = L(E, F) d'un espace E de dimension finie
muni d’une base, la situation précédente est souvent simplifiée par le fait qu’on choisit la
méme base au départ et a Parrivée. Cela ne sera cependant pas toujours le cas (se reporter
alors au chapitre précédent).

Définition 4 La matrice Matg(u) dans la base B de ’'endomorphisme u est la matrice
MatB,B(u).

Autrement dit, la j-iéme colonne de la matrice Matg(u) est constituée par les coor-
données dans la base B de image par u du j-ieme vecteur de la base B.

Le fait que toute matrice représente un endomorphisme et une seule entraine :

Théoreme 4 On considére E un espace de dimension n, B une base.
L’application :

Mat, {E(E) — M, (K)
u — Matg(u)

qui a tout endomorphisme de E associe sa matrice dans la base B définit un isomorphisme
d’espaces vectoriels entre L(E) et M,,(K).



Ainsi avec les notations précédentes :
M = Matg(u) = (Matg(u(e1)) ... Matg(u(e;)) ... Matg(u(e,)))
En particulier, rappelons que si u et v sont des endomorphismes et A un scalaire :
Matp(u + v) = Matp(u) + Matg(v)
Matg(Av) = AMatp(v)
Indépendamment de la base B choisie de E :

]ﬁ ::hdatB(IdE)

3 Matrice d’une composée et produit lignes colonnes

3.1 Matrices d’endomorphismes

Dans les espaces L(E, F) et L(E), on sait que la "multiplication” est donnée par la
composition des applications linéaires.

Dans les espaces M,, ,(K) et M,,(K), on sait que la "multiplication” est donnée par le
produit ligne colonne.

Théoréme 5 (Multiplication des matrices, formule du produit lignes-colonnes)
Soit & un espace vectoriel muni d’une base B et u, v des endomorphismes de E. On suppose

P = Matg(v), Q@ = Matg(u). On a alors :
Matg(vou) = P.Q

Autrement dit :
Matg(v). Matg(u) = Matg(v o u)

De plus, sin est un entier naturel :
Matg(v") = (Matg(v))"”

Rappelons que dans les conditions précédentes, si P = [pikli<ik<n €t Q = [Qkjli<k.j<n
alors

P.Q = [pixhi<in<n-larsli<rj<n = [ Z pik-ij]
1<i,j<n

1<k<n
Finalement on a :
Théoreme 6 St E est un espace vectoriel muni d’une base B alors :
L(E) — M, (K
vt JE(B) > M ()
u — Matg(u)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels et d’anneaux unitaires.



Propriété 3 Dans les conditions précédentes, si u € L(E) : la matrice Matg(u) est in-
versible si et seulement si u est un automorphisme et, dans ce cas :

Matp(u') = (Matp(u))™!

Théoreme 7 Si E est un espace vectoriel muni d’une base B alors :

Mat, {Aut(E) — GL,(K)
u — Matg(u)

est un 1somorphisme de groupes.

3.2 Matrices d’applications linéaires

Théoréme 8 Soit E un espace vectoriel muni d’une base B (dim(E) = m), F' un espace
vectoriel muni d’une base C' (dim(F) = p), G un espace vectoriel muni d’une base D
(dim(E) = n). Soit aussi : w € L(E,F), v € L(F,G), vou € L(E,G). On suppose
S = Matpc(u), R=Matcp(v). On a alors :

Matg p(vou) = R.S

Autrement dit :
Matc p(v). Matp o(u) = Matg p(v o u)

R.S est le ici le produit des matrices M et N.
Dans les conditions précédentes, si R = [riy| 1<i<n €t S = [sk;] 1<k<p Tappelons qu’on a :

1<k<p 1<j<m

R.S = [rig] 1<i<n .[Skj] 1<k<p = E Tik-Ski
1<k<p 1<j<m 1<k<p 1<i<n
1Zj<m

Rappelons qu'un vecteur peut étre représenté par une matrice colonne ce qui permet de
définir le produit d’une matrice et d’un vecteur et ainsi pour l'action des matrices sur les
vecteurs :

Théoréme 9 Soit E un espace vectoriel muni d’une base B, uw € L(E), v € E. On suppose
M = Matg(u), X = Matg(v). On a alors :

Matp(u(v)) = Matg(u). Matg(v)

SiY = Matg(u(v)) alors :
Y =MX

Notons que le produit M.X est formé d’une colonne.

Pour les applications linéaires en général :



Théoreme 10 Soit E un espace vectoriel muni d’une base B, F' un espace vectoriel muni
d’une base C. Soit aussi : u € L(E,F), v € E. On suppose M = Matp c(u), X = Matg(v),
Y = Mate(u(v)) . On a alors :

Matc(u(v)) = MatB,c(u) . MatB(v) Y=MX
Le lien avec les isomorphismes est donné par :

Propriété 4 Soit E un espace vectoriel, B une base de E, F un espace vectoriel, C' une
base de F' et u € L(E, F). La matrice Matp o(u) (carrée dans ce cas) est inversible si et
seulement si u est un isomorphisme entre E et F' (dans ce cas dim(E) = dim(F)) et, dans
ce cas :

Mateg(u™') = Matgc(u))™!

4 Application canoniquement associée a une matrice,
rang d’'une matrice

Dans le cas des espaces canoniques munis de leurs bases canoniques :
Propriété 5 Siu € L(KP,K"), v € KP. On a :
u(v) = Matean(u).v

Notons que, dans ce cas, les colonnes de la matrice Mate,,(u) € M,,, sont les images
des vecteurs de la base canonique de K? par u.

Inversement, si A est une matrice de M,, ,, on peut lui associer I'application, parfois
notée A :

JKP — K®
X 5 AX

Cette application a pour matrice dans les bases canoniques justement la matrice A. On
dit que c’est 'application canoniquement associée a la matrice A.

Du coup, par définition, le rang, noté rg(A), 'image, notée Im(A), le noyau, noté
ker(A), d’'une matrice sont ceux de I'application canoniquement associés.

Propriété 6 Dans les conditions précédentes (A € M, ,, X € KP), le vecteur A.X est
une combinaison linéaire des vecteurs colonnes de A.

L’ image de la matrice A est [’espace engendré par ses vecteurs colonnes.



Le rang de la matrice A est celui de la famille de ses vecteurs colonnes.

Le rang de la matrice A est aussi celui de la famille de ses vecteurs lignes (ceci est délicat
a prouver).

Les matrices inversibles sont sans effet sur le rang, autrement dit :

Propriété 7 Si A est une matrice de M, ,(K) et si P € M,(K) et Q@ € M,(K) sont

toutes deux inversibles alors les matrices A, P.A, A.QQ, P.A.QQ ont le méme rang.
Un lien important avec les systemes est donné par :

Propriété 8 Si A € M,,,,, le rang de la matrice A est celui du systéme d’inconnue X €
KP : A.X =0 (ou de tout systéme avec second membre associé).

On peut remarquer que si A et B sont deux matrices telles que le produit A.B est défini
alors la j-ieme colonne de A.B est le produit de A par la j-ieme colonne de B et que la
1-eme ligne de A.B est le produit de la i-eme ligne de A par B.

Soit M € M, M = [m; jli<i<ni<j<p-

Si on considere I = {i; < --- < i} une partie de [I,n] et I = {j1 < -++ < Jpv} une
partie de [1, p], on peut poser

N = [mimjz] 1<k<n/
1<i<p’

La matrice N € M,y (carrée si p’ = n') est une matrice extraite de la matrice M.
On montre que dans ces conditions rg(N) < rg(M). Plus précisément :

Théoreme 11 Si M € M,,, alors il existe (au moins) une matrice carrée inversible N
extraite de M et de rang mazimal c¢’est a dire rg(N) = rg(M).

5 Changements de bases

5.1 Matrice d’une famille de vecteurs

Soit F un espace vectoriel, B = (ey,...,e,) une base de E et F' = (f1,..., f;n) une
famille de vecteurs de E.
On peut écrire :

Ji=Aner+- -+ e+ + Aey
fj:/\1j€l+'”+)\ijei+"'+)\njen

fm:>\1m€1++/\zmel++)\nmen



Définition 5 Dans les conditions précédentes, la matrice : M = [Nijli<ij<n (1 lignes, m
colonnes) est la matrice dans la base B de la famille F'. On note :

)\11 )‘lj /\lm
Al oo Amgoe Aum

Autrement dit, la j-iéme colonne de la matrice Matg(F) est constituée par les coordonnées
dans la base B du j-ieme vecteur de la famille F.

Propriété 9 Le rang d’une famille de vecteurs est égal au rang de sa matrice dans une
base donnée, autrement dit, avec les notations précédentes :

rg(F) = rg(Matp(F))
On admettra (c’est assez délicat a montrer) :

Propriété 10 Si A € M,,,, le rang de la matrice A c’est a dire celui de ’espace engendré
par ses colonnes est aussi celui de [’espace engendré par ses lignes.

5.2 Matrice de passage

Théoréme 12 Soit E un espace vectoriel, B = (ey,...,e,) une base de E et F = (f1,..., fn)
une famille de n vecteurs de E.

La famille F' est une base de E si et seulement si la matrice Matg(F') est inversible
autrement dit si elle est carrée et de rang égal a sa dimension.

On introduit alors la notion de matrice de passage :

Définition 6 Soit E un espace vectoriel, B = (ey, ..., e,) une base de E et B' = (f1,..., fx)
une autre base de E.

La matrice Matg(B') aussi notée Pgp: est appelée la matrice de passage de la base
B a la base B'. Sa j-iéme colonne est formée par les coordonnées dans la base B du j-iéme
vecteur de la base B’.

Remarquons :

Propriété 11 Ppp est une matrice inversible : Pgp € GL,(K). En fait :

PBB’ = MatB/B(IdE)
De plus,

~1
Ppp = (Ppp)
Remarquons aussi que si B, B’, B” sont trois bases d’'un méme espace E alors :

Pppr = Ppp.Pppn
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5.3 Changement de bases

On considére E un espace vectoriel B une base de E (en pratique ”ancienne base”) et
B’ une seconde base de E (en pratique "nouvelle base”)

5.3.1 Pour un vecteur

En écrivant les coordonnées d’un vecteur v € E dans les bases B et B’, on fait apparaitre
les matrices colonnes X = Matg(v) et X' = Matg (v).

Propriété 12 Dans les conditions précédentes :
MatB:(v) = PB’B' MatB(v) = (PBB’>71- MatB(v)

Autrement dit :
X' = (Pgp) L. X

La relation précédente revient a écrire : Mat'z(v) = Matp (Idg(v)) = Matp p/(Idg) -
Matg(v).

En identifiant K™ et M,, 1, on a :

K® — K"

Propriété 13 L’application ”changement de base” définie par :
p bp I finic p {Xﬁf=$§X

est un automorphisme de l’espace vectoriel K™.

5.3.2 Pour un endomorphisme
Soit u € L(E), lui sont associées les matrices carrées M = Matpg(u) et M’ = Matp (u).
Propriété 14 Dans les conditions précédentes :
MatB/(u) = PB/B.MatB(u).PBB/ = (PBB/)_l.MatB(U).PBB/

C’est a dire :
M' = (Pgp)~" - M - Ppp

La relation précédente revient a écrire :

MatB/(u) = MatB/(Ido Uu o [d) = MatB’B/(Id).MatB(u).MatB/B(Id).

Posons pour simplifier P = Pgpg/, on a alors :
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Propriété 15 L’application "changement de base” définie par :

M, (K) = M, (K)
M—M=P1. M P

est un automorphisme de [’espace vectoriel M,(K) avec de plus pour le produit des
propriétés du type (M et N sont des matrices carrées d’ordre n) :

(P'-M-P)-(P'-N-P)=(P'-(MN)-P)
Pt MF-P= (P M- P)

st k est un entier naturel.
Par restriction :

Propriété 16 L’application ”changement de base” définie par :

GL,(K) — GLy(K)
M- M=P'.M-P

est un automorphisme du groupe linéaire GL,,(K).

On arrive a la notion de matrices semblables :

Propriété 17 Soient A et B sont deux matrices de M,,(K), elles sont dites semblables
quand il existe une matrice inversible P € GL,(K) telle que :

B=P ' A.P

Dit plus concretement : deux matrices sont semblables si elles représentent le meéme
endomorphisme dans 2 bases différentes.

Propriété 18 Deux matrices de M, (K) semblables ont méme rang, du coup l'une est
wversible si et seulement si 'autre [’est.

5.3.3 Pour une application linéaire
On considere ici, de plus, un espace F' et 2 bases C et C' de F.
Soit u € L(E, F), lui sont associées les matrices M = Matp o (u) et M’ = Matp o (u).
Propriété 19 Dans les conditions précédentes :
Mat g cr(u) = Pore. Matp o(v). Ppg = (Pocr) ™' - Matp o(v) - Pppr

C’est a dire :
M' = (Peer)™ - M - Pppr
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La relation précédente revient a écrire :
MatB/,C/ (U) = MatB/,c/(Idp ouo IdE) = MatC,C/(IdE> : Math(u) . MatB/,B(Id).

On arrive a la notion de matrices équivalentes :

Propriété 20 Soient A et B sont deux matrices de M, ,(K), elles sont dites équivalentes
quand il existe une matrice inversible P € GL,(K) et une matrice inversible () € GL,(K)
telle que :

B=P 1. A.Q

Dit plus concretement : deux matrices sont équivalentes si elles représentent la méme
application linéaire entre les espaces E et I’ avec des choix de bases de E et F différents.

On peut classer les matrices a équivalence prés.

On considere J, la matrice de M, ,(K) ayant tous ses coefficients nuls sauf les r premiers
coefficients sur la diagonale qui sont égaux a 1.

[y

Théoreme 13 Deux matrices de M,, ,(K) sont équivalentes si et seulement si elles ont
méme rang. Une matrice de de M,, ,(K) de rang r est équivalente a la matrice J,.

6 Trace

On fixe n un entier non nul.

Définition 7 Si M = [m; j|i<ij<n € M,(K), on pose
tl"(M) = me-
i=1

Le scalaire tr(M) est la trace de la matrice M, la somme des coefficients sur sa diagonale.
On a ainsi une forme linéaire :

M, (K) - K
M — tr(M)

En particulier, si A est un scalaire et si M et N sont dans I'espace M,,(K) :
tr(A.M) = tr(M) , tr(M+ N)=tr(M)+ tr(N)

Concernant le produit, la transposition :
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Propriété 21 Si M et N sont dans l'espace M.,,(K) alors :
tr(M.N) = tr(N.M)

tr("M) = tr(M)

Si P e GL,(K) :
tr(P~'- M - P) = tr(M)

On en déduit :
Théoréme 14 Deuz matrices semblables dans l'espace M.,,(K) ont la méme trace.
On peut alors définir :

Définition 8 Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n et si
M = Matg(u) est sa matrice dans une base B quelconque de E, alors, on pose :

tr(u) = tr(Matg(u))

Le scalaire tr(u) est la trace de 'endomorphisme .
Concernant le produit, la somme :

Propriété 22 Siu et v sont dans Uespace L(E) et A € K alors :
tr(uov) =tr(vowu) tr(u+v)=tr(u)+tr(v) tr(Au)= Atr(u)
Notons aussi que tr définit une forme linéaire sur 'espace L(E).

Terminons en remarquant que tr(/dg) = dim(E) et que si p est un projecteur de E alors
tr(p) = rg(p).

Savoirs et savoirs faire indispensables

Savoirs

Propriétés élémentaires sur les matrices et applications linéaires : sommes, produits,
inverses, composées ... Connaitre les formules de changements de bases.

Savoir-faire

Calculer et manipuler la matrice d’une application linéaire, calculer I’application as-
sociée a une matrice, calculer I'inverse d’une matrice, faire un produit de matrices, faire
un changement de bases.
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