Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2025-2026.

Fiche 61 : Matrices.

Dans I'espace R,,[X] muni de la base canonique can, on considére pour a € R endomorphisme Ej :

_R[X] = R, [X]
“ 1 P(X)— P(X +a)
Déterminer Mat.q, (E,) et Mateqn(Eq) L.
Exercice 1

Si A € M, (R) est nilpotente, on définit :

expA= Z%,

i>0
la somme étant finie et s’arrétant par exemple au premier indice i tel que A? = 0.

1. Montrer que si A et B sont nilpotentes et commutent, alors (A + B) est aussi nilpotente.
et que dans ce cas exp(A + B) = exp(A) exp(B).

2. En déduire que exp(A) est toujours inversible et calculer son inverse.
0 1 0

3.Sit A= 0 0 1 |,B=
0 0 0

Déterminer exp(A) et exp(B).

Exercice 2

Pour n € N*, on rappelle que Tr est une forme linéaire sur 'espace M,,(R).

1. Rappeler la dimension de l'espace E = ker(Tr) C M, (R) et donner une base de F formée de matrices de la forme
AB — BA.

2. Soit f € M,(R)* telle que V(A, B) € M,,(R)? : f(AB) = f(BA). Montrer qu’il existe o € R tel que f = atr.

Exercice 3

Calculer les intégrales de fractions rationnelles suivantes.
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