Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2025-2026.

Fiche 62 : Intégration.

Exercice 1

Déterminer les fonctions continues f de [a,b] dans R telles que fab f@)dt = (b—a)sup]|f]-
[a,b]

Exercice 2

Soit f € C°(R). On définit g : R* — R, z+— L [ f(t)dt.
1. Montrer que g se prolonge par continuité en 0.

2. Montrer que si f est périodique, g admet une limite en +oc.

Exercice 3

On considere la suite définie pour n € N par

In/l dx
o 1+azm

1. Déterminer le sens de variation de (I,)nen et montrer que I,, — 1.

2. Pour n € N*| calculer 1 — I,,, faire une intégration par parties et en déduire que :

L=1-22 ., <1)

n n

Exercice 4

1. (a) Montrer que, pour tout i > 2,
i i+1
/ In(t) dt <ln(i) < / In(t) dt.
i—1 i

(b) Montrer que, pour tout entier n > 1,
n n
/ In(t) dt < In(n!) < / In(t) dt + In(n).
1 1

2. Pour tout x > 0, calculer F(z) = [" Intdt.
3. En déduire que In(n!) est équivalent & nlIn(n) lorsque n tend vers +oc.
Exercice 5 : Intégrales de Wallis

On pose, sin € N :

w/2
Up = / sin”™ (t)dt
0

1. Calculer ug, uy, us et us.
2. Montrer que la suite (u,) est décroissante et converge vers un réel [.
3. Etablir une relation de récurrence entre Up, €t u,_o pour n > 2.
4. En déduire une expression de usg, et us,4+1 a l'aide de factorielles, de puissances de 2 et de 7.
5. Montrer que, sin € N :

U2n - U2n+1 = m
6. En déduire la valeur de .
7. Montrer que ug, ~ u2,+1 puis le fait que :

Un ~ 4] —.



