
Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2025-2026.

Fiche 66 : Séries.

Exercice 1

Soit (un) une suite de réels strictement positifs.

On suppose que lim

(
un+1

un

)
= l ∈ R+ ∪+∞.

1. Montrer que si l < 1, la série de terme général (un) converge.

2. Montrer que si l > 1, la série de terme général (un) diverge.

3. Montrer que si z est complexe avec |z| < 1
l alors la série de terme général (unz

n) converge.

4. En déduire les conditions de convergence des séries (k est un entier relatif et z est un complexe) :∑
n≥0

nkzn

Exercice 2

1. Montrer que la série
∑

n≥1
(−1)n+1

√
n

converge (on pourra étudier la suite des sommes partielles).

2. Démontrer que pour n → ∞ :
(−1)n√
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=
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n
− 1

n
+

(−1)n

n
√
n

+ o

(
1

n
√
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)
.

3. Étudier la convergence de la série
∑
n≥2

(−1)n√
n+ (−1)n

.

4. Qu’a-t-on voulu mettre en évidence dans cet exercice ?

Exercice 3

Montrer la convergence puis calculer, la somme :
∞∑

n=0

(−1)n

n+ 1

Exercice 4

Soit z ∈ C. Montrer que
|ez − 1| ≤ e|z| − 1 ≤ |z|e|z|

Exercice 5

Soit z ∈ C avec |z| < 1.

1. Après avoir justifié la convergence, calculer par produit de Cauchy : (
∑∞

n=0 z
n)

2
et en déduire

∑∞
n=0 nz

n.

2. Calculer la valeur de :
∑∞

n=0 n
2zn


