Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2025-2026.

Fiche 71 : espaces euclidiens.

Exercice 1

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit u un vecteur unitaire de matrice U dans une base orthonormée B.

1. Montrer que U.UT est la matrice dans B de la projection orthogonale sur Vect(r).

2. Trouver la matrice de la symétrie associée.

Exercice 2

On pose E = C([0,1],R), muni du produit scalaire :

(P,Q) = / POQU)dt

et de la norme associée.

1. Démontrer qu’il existe une unique suite de polynémes (P, ),>o formée de polyndémes deux & deux orthogonaux avec
chaque n € N : P, unitaire de degré n.

2. Démontrer que, pour tout n > 2, P,+1 — X P, est orthogonal a R,,_»[X].

3. En déduire pour tout n > 1, 'existence de a,, et b, tels que
Pn+1 = (X + an)Pn +bnPp_y.

On consideére g la fonction exponentielle sur [0, 1].
4. Montrer que g ¢ R[X].
5. Montrer qu'il existe une suite (f,,),iny de fonctions polynomiales convergeant vers g pour la norme euclidienne.

6. En déduire que R[X] n’a pas de supplémentaire orthogonal dans E.



