Corrections

[P22] Phénomeénes d’induction

Exercice 1. Etude de circuits couplés

11

1 M 2
L | AN
(& () L1 L2
1] — 19
L1 |

-0 D Dk

1. Dans le circuit primaire, la loi des mailles donne e = Ryi; — e; avec la f.é.m. induite
diq diy . diq diy
=-L1—-M—74d =R Li—+M—
ey 1 i i onc |e 111 + Ly 1 + a
. . . dio diq
Dans le circuit secondaire, on a 0 = Rgis — ey avec ey = 7L2§ — ME donc
. dio diq
0=R Lo——+ M—|
212 + Lg a + 1
2. L’équation dans le deuxiéme circuit devient en complexe : 0 = (Ro+jwLo)Io+jwMI,
JwM
d Io=—"+>"——1, |
S e R P
3. En complexe, ’équation dans le premier circuit s’écrit : Fg = (Ry+jwlLq)I;+jwMI,.
- , - ‘ (jw)2M?
En utilisant le résultat précédent : £y = (R + jwlq)l; — ———1,.
p 0 ( 17T] 1),1 Ry +ij2,1
. RQ + jLULQ
On en déduit I, = - - - E et
T (Ru+ jwLn)(Re + jwls) — (jw)?M? "
I, = JwM E
27 (Ry + jwLi)(Ry + jwLy) — (juw)2M2 |

A haute fréquence le terme qui domine au dénominateur est en w?. On obtient alors
JwM M >
0-

- Ey=——
() (LaLy = M) ™ (jw)(Lr Ly — M?)
L’amplitude réelle de is est le module de I'amplitude complexe :

M
—F i M? < L, Ly).
(LiLa — 112" (puisque < LiLy)

Iy~ —

P

dl,  (LiLy+ M?)

KTV mﬂ) > 0 donc I augmente avec
1Lo —

On calcule la dérivée de I :
M.

Si la casserole s’éloigne donc M décroit, Io décroit aussi ce qui va limiter l'effet Joule
donc le chauffage par induction.

Exercice 2. Mesure d’une inductance mutuelle

0 dans l’équation obtenue dans l'exercice précédent

9 =
. di
e= Ryt + leftl .

2. On remplace par les expressions : a.t +b = Ry.a’.t + R1.b' + Ly.a’. En identifiant les

deux membres, on obtient a = Ria’ et b = Ry.b' + Li.a’. On obtient et

V' =b/Ry —a.Li/R|

1. En posant

diy

3. La tension aux bornes de la deuxiéme bobine est ug = —es = M— = M.a’ soit

= Mo/

donc

dt

,Em/:;\

5. En mesurant la tension us ainsi que F,, et T, on calcule

Exercice 3. Inductance mutuelle entre un fil et une spire

1. Avec l'orientation appropriée, un élément de surface élémentaire est (ﬁ = drdzéy en
utilisant les coordonnées cylindriques.
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2.

3.

0% _,
Lea.
r

D’apres la regle de la main droite, le champ magnétique vaut B =

B-a$ =

On lintégre sur r € [a,a —|— b] et z € [0,b] pour obtemr le flux total :

u

i
Ainsi le flux élémentaire est d¢ = 0 d dz.

a-+b a+b
NOZ pot fotb a+b
= =—
0= //d(b / ( o 2mr Z) /a 27rrbd 21 [In(r)]a
= |¢= Hoib In <a+b>
2w a

b b
¢ = Mi donc M:’;‘;Tln<“: >:8,8><10—9H.
do di .
e = —q = fMg = M+\2I.gwsin(2rft) dont la valeur efficace est

et = MIg2nf =28 x 107°V |

Ce résultat tres faible est difficile & mesurer. Cependant, on peut obtenir une valeur
plus grande en multipliant le nombre de spires (ce qui multiplie le flux donc e). C’est
le principe d’une pince amperemétrique, qui consiste en un bobinage torique qui
enserre le fil.

Exercice 4. Oscillateurs couplés

2.

1
VLC |
On oriente les circuits 1 et 2 de telle sorte que les condensateurs soient en convention
récepteur.

wo =

d dLqi Mi
Ainsii10=C 151152 Dans la bobine 1, la f.é.m. induite est e; = —% =u
. d d2
d’ou u1—|—LC +MC’ Z_0|
dLoig + Mi

De méme dans la bobine 2, eo = —% = us d’ou

d d2u1

LC MC =0/

Uz + 12 + a2

En ajoutant membre & membre les deux équations différentielles on obtient = 4 (L +

2
M)Cdx

d2
ol 0 et en les soustrayant y + (L — M)CE?; =0.

. Lorsque M < L, wy = wo(1—M/(2L)) et wy = wo(1+M/(2L

1 wo
Les pulsations propres associées sont |w, = = et
P prop VI rM)C 1+ M/L
o — 1 - wo
Y J(L=MC  \J1-MJ/L|

Les solutions sont z(t) = A, cos(wyt) + Bgsin(wyzt) et y(t) = Aycos(wyt) +
By sin(wyt).
(4 étant initialement chargé et Cy déchargé, et les courants étant nuls, 2(0)

= y(0)

up et £(0) =9(0) = 0. On en déduit A, = A, = up et B, = B, = 0.
En conclusion wi(t) = ’ ;_ goo= up[cos(wgt) + cos(wyt)]/2  soit
’ul(t) = 1 cos[(wy + wy)t/2] cos|(wy — wg)t/2] ‘ et ug(t) = x; = wug[cos(wyt) —

cos(wyt)]/2 soit ‘ug(t) = g sin[(wy + wy)t/2] sin[(wy — wy)t/2] ‘

). Alors wy +w, = 2wy
et wy

il ’ uq (t) = wug cos(wot) cos((M/L)wot/2) ‘
’ us(t) = ug sin(wet) sin((M/L)wot/2) ‘

On obtient des fonctions oscillant a la pulsation wg avec une enveloppe oscillant a la
pulsation (M/L)wgy/2. Autrement dit, on compte 2L /M oscillations pour une période
de ’enveloppe.

—w; = woM/L.

vient et

6. On compte 27 oscillations pour une période donc | M/L = 2/27 |.

Exercice 5. Freinage par induction

1.

Lorsqu’on calcule le flux a travers la spire, seule 'aire située dans la zone ou le champ
existe contribue : ¢ = f f B-dS = Byaxc ou 'on choisit une orientation de la normale

de la spire dans le méme sens que le champ (€&,).
=]

d

La f.é.m. induite est donc e = _£ = —Bpaic soit

La résultante des forces de Laplace se limite a celle agissant sur le c6té inférieur
(elle est nulle sur le coté supérieur et celles sur les cotés latéraux se compensent) :
B 2
7( 09) VEy |-
R

. Le courant induit a pour intensité i = e/R.

P - -

Fr =iaéy N\ Boe, = iaByé, soit

. Les forces exercées sur la spire sont le poids et les forces de Laplace. Le PFD projeté

(Boa)®

sur €, s’écrit mv = mg— v qui se met sous la forme d’une équation différentielle
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B 2
du premier ordre pour v(t) : |0 + (Boa) v=gl|
mR
R
On identifie le temps caractéristique |7 = ( ;n 2 Les solutions sont v(t) = g7 +
oa

Aet/7. On fixe la constante A avec la condition initiale : v(0) = g7 + A = vp.

. Wo .
On identifie avec ’équation différentielle d’un oscillateur amorti : & + aox—i—ng =0.

b RJ
% et le facteur de qualité | Q = UJQW

Les différents régimes des oscillateurs amortis sont possibles selon la valeur de @ : si
Q@ > 1/2 régime pseudo-périodique, si Q) = 1/2 régime critique et si @ < 1/2 régime

La pulsation propre est donc | wy =

Pour conclure, |v(t) = g7 + (vo — gT)e*t/T ) apériodique.
4. Sit < 7 alors e ¥/™ ~ 1 et v(t) = vy : le mouvement est uniforme. Exercice 7. Haut-parleur électrodynamique
, a
La durée de la phase est donc |t; = vo | 1. Les forces exercées sur la tige sont le poids et la réaction des rails, dirigés sur €., la

5. Lorsque la spire se trouve entierement dans la région ou regne le champ magnétique,
le flux magnétique est constant donc la force de Laplace disparait : le cadre se trouve
en chute libre et son mouvement est uniformément accéléré.

Exercice 6. Oscillations d’un cadre conducteur

1. Le repére cartésien utilisé est tel que A = (Oz) et § = gé,,. Ainsi 0 est Pangle usuel
des coordonnées cylindriques.

On oriente le circuit de sorte que 7 = €y = — sin(6)é, + cos(0)é,. B = —Bé, donc 3.
le flux du champ magnétique & travers le cadre vaut ¢ = B -S = Bab(—¢;) - € =
+Babsin(6).
d .
La f.é.m. induite est alors e = —d—(f = —Babl cos() et le courant induit i = % =
4
Bab
—%0 cos(f). Le cadre se comporte comme un dipdle magnétique de moment i =
Bab)? . Bab)? .
iabi = —%9 cos(0)(ép N (=€) = —%6‘ cos?(0)€,. C'est un terme de type

couple de frottement visqueux, conforme & la loi de Lenz.

On peut maintenant appliquer la loi scalaire du moment cinétique par rapport a A
J6 = Ma(P)+ Ma(FL) (on considere la liaison pivot parfaite et les frottements de
Pair négligeables).

Le poids a un bras de levier d = (b/2) sin(6) par rapport & A et fait tourner le cadre
dans le sens opposé & 6 donc Ma(P) = —mg(b/2) sin(6).
On obtient alors I’équation différentielle :

(Bab)?

cos?(6)0 + mgb sin(f) =0

Jo + 5

2. Pour 0 = 0, sin(f) ~ 0 et cos(f) ~ 1 donc 'équation différentielle de vient linéaire :
(Bab)? mgb
0+ —"-6=0.
RI "2

0+

force de rappel F. = —kxe,, la force de frottement visqueux Ff = —\&e, et la force
de Laplace FL = ilé, N\ Be, = il Be,.
Le PFD projeté sur €, s’écrit donc mi = —kx — At + i€ B soit ‘ mi + kx + A\t = ilB

Py =Fy = Fui soit [Py = ilBi)

On sait que Pr, + P, = 0 ou P, = ei donc .

Le circuit se compose de deux sources de tension u et e orientées dans le méme sens,
d’une résistance R et d’une inductance L.

di di
La loi des mailles donne u + e = Ri + La soit |u — Ri — Ld—z = —e=(Bi| (EE).

. On multiplie I’équation mécanique par & pour obtenir mid + kxd + A\i? = il B soit

d /1 d
) ( ) + ) < kx ) + M2 = Pr. Les deux premiers termes entre parenthéses

sont I’énergie cinétique et I’énergie potentielle de la tige. L’équation prend donc la
forme &,, + \i? = Py.

On multiplie I’équation mécanique par ¢ pour obtenir ui — Ri? Lz& = —ei soit

d (/1
wi — Ri%2 — I < Li2) = —P.. On reconnait dans le terme entre parantheses I’énergie

magnétique emmagasinée dans la bobine donc on peut écrire £, + Ri% + P. = ui.

En ajoutant membre a membre les deux équations obtenues, avec Py, + P, = 0 on
obtient :

‘Sm+SL+Ri2+)\x'2:ui

Ainsi, la puissance électrique fournie par la source de tension produit de la puis-
sance mécanique et de la puissance magnétique, et elle est dissipée par effet Joule et
par frottements visqueux. C’est ce dernier, qui modélise le couplage avec l'air, qui
représente la puissance sonore émise.
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5. En régime sinusoidal forcé, les énergies sont des sinusoidales au carré et leur dérivée ) Ba)?
un sin(2wt) dont la moyenne est nulle. — pour la barre 2 : | mvy = W(Ul —v2) |
. _ .2 . 2
reste done < ui >=< Ri* > + < Ad~ >. 4. En sommant les deux équations membre & membre, on obtient & = 0. Or o(0) = vy

6. La puissance utile est la puissance sonore et la puissance coiiteuse est la puissance donc o(t) = vg.

, . . P < Ai? > . Ba)? 0 Rm
électrique fournie. Le rendement est donc défini par le rapport |r = ———— |. En soustrayant les deux équations, on obtient : § = _( ) §=—— avec T =
< ui > Rm T (Ba)?

le temps caractéristique.

Exercice 8. Deux tiges en interaction Avec 8(0) = wo, on obtient 8(t) = voe /7.
. Ainsi :
WB
o+ 5 Vo ¢ g — (5 Vo _
t) = :7<1 e /T) t) = :7(17 t/‘r)
! o) vi(t) 5 5 (1 va(t) 5 5 e
7 Ia Les deux vitesses tendent exponentiellement avec un temps caractéristique 7 vers la
L1 L2 vitesse moyenne vg/2.
1
L¥ 5. L’énergie cinétique initiale vaut £; = —muv3 et lénergie cinétique finale &.; =
7. 9 0 f
i
i i T 1 1 , . —
71 To 2 x §m(v0/2)2 = va%. Il y a donc une perte d’énergie mécanique de
2
1. D’apres la loi de Lenz,le systéme réagit de facon a limiter les variations de flux |Eci — Ecyl = imvo J
magnétique c’est-a-dire a limiter les variations de 'aire du circuit. Ainsi la barre de Ba Ba
gauche va étre freinée tandis que celle de droite va étre mise en mouvement, les deux L’intensité du courant vaut i(t) = ﬁé (t) = ﬁvoe’t/ ™ donc la puissance dissipée
barres atteignant une vitesse identique. (Ba)? mu?
o o _ 22 2, —2t/T _ —2t/T 4 :
2. Le flux magnétique & travers le circuit a pour expression ¢ = B -S = Ba(za — 1) par effet Joule vaut Py = 2 x Ri® = 2R AR o€ /T = or © /7. On en déduit
donc la f.e.m. induite vaut e = —¢ = —Ba(ve — v1) ol v; = &; est la composante de ) 1,
la vitesse de chaque barre le long des rails. Iénergie dissipée par effet Joule : / Pydt = 1M |
0
Le circuit a une résistance totale 2R donc le courant qui y circule une intensité L. L. . = - . . . .
B On vérifie ainsi la conservation de l’énergie totale, due a la conversion d’énergie
e a L. . L .
i1=—=—(v1 —v9)| mécanique en énergie électrique.
or g ™)
3. Ce courant induit des forces de Laplace :
= - . .~ (Ba)? .
— sur la barre 1, Fr1 = i(—a€y) A (B€;) = —iaBé, = W(vg —1)€y;
= L ... . (Ba? .
— sur la barre 2, Fro = i(a€y) A (B€,) = iaBé, = 5R (v1 — v2)€.

En plus de cette force, chaque barre est soumise & son poids qui est compensé par
la réaction normale des rails. Le PFD projeté sur €, appliqué a chaque barre donne
ainsi :

]

B
— pour la barre 1 : |mv; = %(vg —v1) |3
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