Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2025-2026.

Fiche 87 : Déterminant.

Exercice 1

. Montrer que ’espace des formes bi-linéaires sur R? est un espace vectoriel. En donner une base.
. Montrer que ’espace des formes bi-linéaires symétriques sur R? est un espace vectoriel. En donner une base.

. Montrer que ’espace des formes bi-linéaires antisymétriques sur R? est un espace vectoriel. En donner une base.
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. Montrer que ’espace des formes bi-linéaires antisymétriques sur R? est un espace vectoriel. En donner une base.

Exercice 2

On note GLy(Z) = {M € M2(Z) tq det M = £1}, SLo(Z) = {M € My(Z) tq det M = 1}.
1. Soit M € My(Z). Démontrer que M a un inverse dans Mo (Z) si et seulement si det M = +1.
2. Démontrer que les ensembles et GL2(Z) et SL2(Z) sont des groupes pour la multiplication matricielle.

3. Montrer que (a,b) un couple d’entiers constitue la premiere colonne d’une matrice de SL2(Z) si et seulement si a et b
sont premiers entre eux.

Exercice 3

1. Soient a,b,c,d : R — R des fonctions dérivables et f(z) = a(x)  b(z) .
c(z) d(z)
/ /
(o s |d () b(x) a(z) b(x)
Montrer que f est dérivable et que : f/(z) = dx) d(z) + o(z) d(z)
2. Généraliser a un déterminant n x n.
1 cos T sin x
3. Application : Calculer |1 cos(z + «) sin(z + a)|.
1 cos(z+ pB) sin(z+ B)
Exercice 4
5 Soit E un ev de dimension n, f € L(F), et d1,..., Uy, n vecteurs de E. On note det le déterminant dans une base fixée de

E. Démontrer que :

det(f(ﬁl)aﬁ% v 71_[71) + det(ﬁl7f(ﬂ2)763v .. aﬁn) +oo det(ﬁlvﬁ% .. 7f(ﬁn)) = det(ﬂlvﬁ% .. aﬁn)tr(f)



