Exercices d’entrainement [P2—|—P3] Dynamique

Pour commencer

Exercice 1 — Une relation algébrique. L)

La vitesse v (en régime permanent) d’un mobile vérifie ’équation :

mi(v—v1) +me(v—uv2) =p.

Donner Pexpression de v (en fonction de my, mo, v1, va €t p) ooovi i

Exercice 2 — Un systéme de deux équations. 00
™
Un probleme de mécanique fait intervenir une force d’intensité I’ et un angle a € {0, 5} . En projetant la deuxieme loi de

Newton sur deux axes, on aboutit au systeme d’équations suivant :

T + Fsina = mRw?
Fcosa =myg.

a) Déterminer F en fonction des données T, m, R, w et g ...oonvuiiiiniiiiniiniiinin...

b) Déterminer a en fonction des données T, m, R, w €t g «.vvvrniiiniiiiiniiinin..

Exercice 3 — Quelques équations différentielles. 00

Résoudre les équations différentielles suivantes, sachant que v = 0 a t = ¢ et que les parametres ag et k sont des constantes.

a) @—a
dt— 0 ..............................................................
dv
D) = U e
T v
dv
c) a:fk‘erag .......................................................
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Décomposition de vecteurs

Exercice 4 — Des projections.

On considere les vecteurs unitaires suivants :

— —
Cy Cy s
a’ &%
—> —>
a €z €y

Q) T e
B) Do
Exercice 5 — Sur un plan incliné.

On consideére la situation représentée ci-contre.

Décomposer dans la base (€,,¢€,) les vecteurs suivants en
— —
fonction de « et des normes respectives de P et N : P et N.

a) P
Exercice 6 — Avec un pendule simple (I).

On considere la situation ci-dessous :

00
€y
_
d y
«
— —
€y €x
(0%
N
c

N

C

-

d ...
00

& N
€y
R -
\/ o —
e B

N

N
00

a)ﬁ ..................
B) T i




Exercices d’entralnement

[P2+P3] Dynamique

Exercice 7 — Avec un pendule simple (II).

On se place dans la méme situation que ci-dessus. Décomposer dans la base (€5, €,) :

a)ﬁ ....................
b) T oo

Entre accélération et position

Exercice 8 — Du vecteur position au vecteur accélération.

On considére un point M en mouvement dont les coordonnées cartésiennes dans la base (€5, €, €2) sont, a chaque instant,

1
x(t) = antQ + zo, y(t) = —vot et z(t) = 2.

Donner 'expression des vecteurs :

a) position ...........

b) vitesse

¢) accélération

Exercice 9 — Du vecteur accélération au vecteur position.

—_>
On considére un point M de masse m en chute libre soumis & son poids P = mge,. Ce point M a été lancé avec une vitesse

Lo

initiale v5 = vp€, et une position initiale Mg | yo

Donner 'expression des vecteurs :

a) accélération ............ .. ...

b) vitesse ...l

0

c)

position
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Autour des coordonnées polaires

€
Dans ce paragraphe, on considéere un point M repéré par la distance r et
I’angle 6 en coordonnées polaires. La distance r et 'angle § dépendent du N Y
temps t : le point M est mobile. €y r
On représente la situation par le schéma ci-contre. 0
O €

Exercice 10 — Trois calculs fondamentaux.
Décomposer dans la base (e, €,) les vecteurs :
Q) Cp e D) €0 i
En déduire (en dérivant) I'expression dans la base (€, €,) des vecteurs :

de, deg
c) e d) R

dt dt
En déduire I'expression, dans la base (&, eg), des vecteurs :

de, deg
©) L £) =2 .

dt dt
Exercice 11 — Vecteur position en coordonnées polaires.
Comment s’exprime le vecteur position OM en coordonnées polaires ?

(a) OM = ré; + 6e; (b) OM = re&; + b3 (c) OM = ré; (d) OM = 6

Exercice 12 — Accélération en coordonnées polaires.

Déduire de ce qui précéde 'expression, en fonction de e, et de ég :

a) AU VECEEUT VIEESSE U .ttt ittt ettt e et et

b) du vecteur accélération @ ...............iiiiiiii
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Etude de systémes en équilibre

Exercice 13 — Tension d’un fil. 00

Une bille d’acier de poids P = ||]—5H = 2,0N, fixée a 'extrémité d’un fil de
longueur ¢ = 50 cm, est attirée par un aimant exercant une force F' = || F|| =
1,0N. A T’équilibre, le fil s’incline d’un angle « et 1'on a : a

sl

TP+ BT, F

aimant

3

-
ou T est la tension exercée par le fil.

Calculer les valeurs numériques de :

a) la tension T = ||?|| AU il

b) Tangle a (en TAdIANS) ...ttt

Exercice 14 — Masse suspendue. 000
Un objet qui pese 800 N est suspendu en équilibre a 1’aide de
deux cordes symétriques qui font un angle § = 20° avec la
direction horizontale.

Le point A est soumis a trois forces :

T:? et 1_5,

de normes respectives T', T” et F.

On note K = Rge, + Rye, la résultante des forces.

a) Exprimer la composante horizontale R, en fonction de T, T" et 0 ...........cooiiiiiiiii ...

b) Exprimer la composante verticale R, en fonction de T, T', Fet 6 ...,

¢) Déterminer la tension T en résolvant I’équation B0

Mouvements rectilignes

Exercice 15 — Chute avec frottement. o

Un corps de masse m = 2kg tombe verticalement avec une accélération de a = 9m - s~2. Lors de sa chute, il subit la force
de pesanteur ainsi qu’une force de frottement due a I’air.

On prendra g = 9,8m - s~2 pour l'intensité du champ de pesanteur.

Combien vaut l'intensité de la force de frottement 7 . ... ...

Exercice 16 — Contact dans un ascenseur. o

-
Un homme de masse m = 80kg est dans un ascenseur qui monte avec une accélération @ = 1m - s~ 2. On note F la force
exercée par ’homme sur le plancher de I'ascenseur.

On prendra g = 9,8m - s~2 pour l'intensité du champ de pesanteur.

Combien vaut Vintensité de F 7 ..o onnr e e e e
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Exercice 17 — Calcul d’une action de contact. o0

N
Un bloc de masse m et de poids P glisse & une vitesse v(t), variable au cours du temps, sur un support plan qui exerce
une action de contact.

Celle-ci se décompose en deux actions :
. N g
e une action normale & la surface f ;
—
e une action de frottement f; opposée a la vitesse de glissement.

Le plan est incliné d’un angle «, comme figuré ci-dessous :

Déterminer (en fonction d’au moins une des données P = ||I_5||7 v(t), mou a) :

a) lintensité de action normale fi, ... ... i

b) Dlintensité du frottement fi ........c.ouieiini i

Exercice 18 — Calcul d’une accélération. 000
Deux blocs B; et By de masses respectives 2m et m sont R —

.z 5 . B1 2m) g
reliés par un fil. On passe le fil dans la gorge d’'une poulie,

. L , Ty
puis on maintient le bloc By sur la table alors que I'autre est P
suspendu dans 'air. On libére le bloc By qui glisse alors sur J,—) *
la table. On note T; et T5 les normes des tensions exercées T e_y’
par le fil sur les blocs, a; et as les normes des accélérations N
respectives des blocs By et Bs, et g la valeur du champ de Py

esanteur.
v Ba(m)
Les frottements sont négligeables. B
2

a) Exprimer a; en fonction de m et T7 ...t

b) Exprimer laccélération as de Bs en fonction de m, g et To «.oovvviinn i

Le fil étant inextensible et sans masse, on a a1 = as et 17 = T5.

¢) En déduire laccélération en fonction uniquement de g ......... ..ot




Exercices d’entralnement

[P2+P3] Dynamique

Réponses
Lo Pt mat1 + mavs
my + ms
208) \/(me2 —T) + (mg)?
D).t arctan (T”Rj;g—T)
BIA) ao(t — to)
B D) e [0]
B ) %0 [1 e_k(t_t“)}
AA). ’cos( )eu + bm(a)eg\
Ab) ] —sin(a)e, + cos(a)e,
AC) ’cos( a)es + sin(a a,"
Ad) . | —sin()&; + cos(a)éy |
BA) et ] —Psin(a)é; — Pcos(a)ay’\
B D) e
B 2) e | Peos(0)é; — Psin(0)&; |
B D)
6C) e (P cos(6) — T)&; — Psin(0) |
TA) et
TD) o ] —T cos(f)e, — Tsm(&)e_;‘
TC) | (P —Tcos(9))e; — Tsin(0)é, |
8a) it <aot2 - x0> €a — Votey + 202

— — 1 —
9C) it (vot + xo)ex + Yoy + ithez
10a) e ’cos(é))e_; + sin(@)e_y"
10D) e ’ —sin(f)e, + cos(f)e,
10C) e —0sin(f)e, + 0 cos(h)e,
8 —fcos(f)e, — Osin(h)e,

(7'“' — 7‘92)6,

(2r9 + 1"0)6_9’

14 a) . oo (T" —

d
17 D) —md—:—FPsma
Ty
I8 A i —
2) 2m
T
18 D) .
m
g
I8 C) e =
c) 3
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Corrigés
2 a) Pour obtenir F, il faut pouvoir éliminer a. L’astuce consiste a utiliser I'identité suivante :
sin® a + cos” a = 1.

, soit F?(sin” a + cos” a) = F? = (me2 — T)2 + (mg)®. Finalement, Pintensité d’une force étant

{Fsina-meQ -T
On a
Fcosa=mg

positive, on trouve F' = \/(me2 —T)% + (mg)2.

oo . Fsina = mRw®> — T . . .
2 b) Quand on écrit le systeme sous la forme F , on s’apercoit qu’il suffit de faire le rapport des deux
cosa = mg

équations pour éliminer F'. On obtient :

mRw? — T R mRw? — T
tana = ——, d’ou «a =arctan | —— |.
mg myg
3 a) La solution générale s’écrit v(t) = aot + C1, o C est une constante d’intégration que l'on détermine & l'aide de la

condition v(to) = 0. Cette condition donne C1 = —aoto, d’out la solution v(t) = ao(t — to).
3 b) La solution générale s’écrit v(t) = Ae™*'. La condition initiale v(to) = 0 implique A = 0 puisque ¢ ** > 0 pour tout ¢.
Ainsi la solution est v(¢) = 0.

_ a
3¢) La solution de 'équation homogene est v(t) = Ae ", Une solution particuliére (constante) est v = ?0. Les solutions sont

v(t) = Ae M + a—ko. La condition initiale v(tg) = 0 donne A = —%ekto. 11 en découle la solution générale : v(t) = % [1 — e_k(t_m)].

La composante suivant e, correspond au produit scalaire :

@ - ez =1 x cos(a).

De méme, la composante suivant e, est le produit scalaire
@ -éy, =1xcos(r/2 —a) =asin(a). On peut retrouver ces résultats

géométriquement (cf. ci-contre).

Sur le schéma proposé, —7/2 < a < 0. On peut introduire 3 tel que
B — a = 7/2. La composante suivant e, vaut :

—

by = b - e, = cos(f) = cos(n/2 + a) = —sin(a).

De méme, la composante suivant e, vaut :

7 - .
by = b - ey =sin(B) = cos(a).
s 7’ . . N g —> COS B eT
On peut vérifier le résultat pour quelques situations : o =0, ou b = ey ;
—
ou bien a = —7/2, ot b = e,.
4 c)
—
€y
Il s’agit de la méme situation que pour le vecteur @ mais avec un angle
« orienté comme sur le schéma proposé et donc tel que —7/2 < o < 0.
Ona: R
¢z = C ey =cos(a) et cy,=T7:- ¢ =sin(a). coser
x
L N . . a
On retrouve ces projections a 1’aide de la construction ci-contre. sina e, )
'
****** c
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4d)
On trouve : N
dy = d - e, = cos(m/2 + a) = —sin(a)

et .
dy = d - &, = cos(a).

La construction ci-contre confirme ces projections.

5 a) La composante suivant &, du poids est P, = P - &2 = P cos(a + 7/2) =
s’écrit Py, = P. €y = Pcos(a + 7) = —Pcos(a). Ainsi, le poids s’écrit :

P = —Psin(a)e; — Pcos(a)e,.

6 a) La composante suivant €, du poids est P, = P.& = Pcos
Pcos(a+ 7w/2) = —Psin(f). Ainsi, le poids s’écrit :
P= P cos()e, — Psin(f)eg.

6 b) Le vecteur T est colinéaire au vecteur unitaire €, et de sens opposé; on a donc T = —Te,.

....................... . _)A_)_)_)
7 a) Le poids P est colinéaire et de méme sens que le vecteur unitaire e, ; on a donc P = Pe,.
....................................... H_)_)ﬁ
7 b) La composante suivant e, de la tension du fil T est T, = T - e = T cos(m — 0) = —T cos(0).

De méme, sa composante suivant e, vaut T, = T. e, = T cos(m/2 + 0) = —T'sin(0). Finalement, on trouve :
T=-T cos(f)ex — T'sin(6)e,.

8 b) Dans le systeme de coordonnées cartésiennes, le vecteur vitesse s’écrit :
T = &ég + ey + €2 = aotes — voey

8 ¢) Dans le systéme de coordonnées cartésiennes, le vecteur accélération s’exprime en fonction des dérivées secondes des

coordonnées : @ = i€, + {j€, + €, = aoea.-

9 a) D’apres le principe fondamental de la dynamique, on a mge, = ma, d’oll @ = ge,.

9 b) L’accélération s’écrit @ = vg€5 + Uy€y + U:€2. On en déduit :
1'11- = 0 Vg = Cl
vy = 0 donc vy = Cs
i)z = g Vz = gt + CB~

Les conditions initiales imposent C; = vg, Ca = 0 et C3 = 0. Finalement, on trouve U = voe, + gte,.
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9 c) Le vecteur vitesse s’écrit U = @, + ye, + 2és.

Par identification avec ’expression obtenue précédemment, on a :

i = v r = vot 4+ Ca
{ y = 0 donc y = 1 Cs
z = gt z = 7gt2 + Cs.

2

Les conditions initiales imposent Cy = xo, C5 = yo et Cs = 0. Finalement, on trouve :

— 1
OM = (vot + zo)éx + Yoy + §gt26_z’.

10 a) On a e, - &, = cos(f) et &, - e, = cos(n/2 — 0) = sin(f), d’olt e, = cos(f)e, + sin(f)e,

10 b) On a ég - e, = cos(m/2 + 0) = —sin(0) et €5 - €, = cos(d), d’olt €5 = —sin(f)e, + cos(f)e,

10 c) 11 suffit de dériver le vecteur e, = cos(f)e, + sin(f)e,, en utilisant le fait que e, et €, sont des constantes (vectorielles).
On a donc % = dcz);(@) €x + dstint(G) ey Ici,  dépend du temps, par conséquent on a :

dcos(d) df _ dcos(9)

== = —fsin(0).
at at T ao sin(9)
dsin(6 :
De méme, on a sg;( ) = 0 cos(). Finalement, on trouve :
i —0sin(f)e, + 0 cos(h)e,.
10 d) En partant de eg = —sin(6)e, + cos(f)e,, on trouve :
deg  dsin(f)_, | dcos(d) _, N
e T + T 0 cos(f)e; — Osin(0)ey,
11 Le vecteur W est colinéaire et de méme sens que €,.. Sa norme étant égale & r, on a 6ﬁ =re,.
12 a) Il suffit de dériver le vecteur position en utilisant les résultats des exercices précédents. On trouve :
v = —dm = ge‘”ﬂ"d—67 =ré; + réeg
R A o
12 b) Dérivons le vecteur vitesse :
a = a = e 7 i + a 69+T9E = ( — 70 )er—i— (2r6+r0)eg.
13 a) Calculons le carré scalaire :

—> -

T2 =(-F-P?=F+P +2F P=5
car F - P = 0. Par conséquent, T'= V5 N2 ~ 2.2 N.

10
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13 b) Une construction géométrique permet de trouver immédiatement I’angle « :

tana = F/P soit a = 0,46rad.

On peut aussi utiliser les produits scalaires. Par exemple :
T -F=Tx Fcos(m/2+ a) = —TF'sina.
De plus, compte tenu de ’équilibre des forces, on a :
T -F=(-F-P). F=-F*-P.F=—F~
Il en découle sina = F/T, soit o = 0,46 rad (c’est-a-dire a = 26°).

szﬁ €r = T e_gc’—i—T/-e_;—l—].:’)e_;:(T'—T)cosH.
—Tcos@ T’ cosb 0
14 b) La composante verticale de R sécrit :
—> — -t — ,
Ry=R-e,=T -e,+T -ey+F e, =(T"+T)sinf — F.
e e
T sin 6 T’ sin 0 —F
14 c) Résoudre 1’équation vectorielle R= 6), c’est résoudre le systeme d’équations suivant
/
(T'"=T)cos® = 0 soit T = TF
(T'—i—T)sinG—F = 0 T = —.
2sin 6
Sachant que F' = 800N et # = 20°, on obtient 7' = 1,17 kN.
15 Le principe fondamental de la dynamique impose mg + F =m@a. En projetant la relation précédente suivant la verticale

descendante, on obtient mg — F' = ma, ce qui donne F = m(g —a) = 1,6 N.

16 L’homme subit son poids P= m7g et la force de contact due & I’ascenseur -F (principe des actions réciproques). Le
principe fondamental de la dynamique donne mg — F =m@. En projetant sur la verticale ascendante, on obtient ma = —mg + F|,
soit ' =m(a + g) = 80kg x 10,8m - s72 = 864N.

- . 2. 77 - &> dv . .
17 a) Le principe fondamental de la dynamique donne P + f, + fi = ma, avec a = T e; (e est le vecteur unitaire orienté
suivant le vecteur vitesse; c’est le vecteur tangent au vecteur vitesse dans la base de Frenet). Si 'on projette la relation suivant la
normale e, au support, on aboutit & :

— — — dv
P&y +fo-éntfi-én=m— & én,
— dt ~—~

P cos(m—a) fn 0 0

dt

Pcos(m/2—a) 0 —ft 1

— dov
P& +fo@+fi-a=m=— e e,
—— —— ~——

d
c’est-a-dire fi = —md—z + Psina.

11
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18 a) Le principe fondamental appliqué au bloc By donne 2myg + R+ T, = 2ma;. En projetant cette relation suivant le sens
du mouvement, on obtient :
- — B — - — — —> . Tl
2mqg ez + R-ex+T1-e; =2mai -e; soit a1 = —.
N s N T —— 2m
0 1 ay
18 b) Le principe fondamental appliqué au bloc B2 donne mg + T; = mas. En projetant cette relation suivant le sens du
mouvement, on obtient :
— > = — — —> . T2
mg-e,+1>-e,=maz-e, soit ax=g— —.
—— —— m
g —T3 az
18 ¢) On a les relations
T1 T2
a; = — et as =g— —.
2m m

Multiplions la premieére relation par 2m, et la deuxiéme par m, puis additionnons-les. On trouve :
2mai + maz = T1 + mg — Ta.

Comme a1 = az et T1 = T», on obtient 3mai = mg, soit a1 = az = g/3.

12



