[TP Physique 3] Méthode d’Euler

L’objectif est d’intégrer des équations différentielles dans différentes situations physiques a l'aide de la méthode
d’Euler.
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Partie A. Systeme linéaire du premier ordre

Le but de cette partie de vérifier la pertinence de la méthode d’Euler dans un cas ou la solution exacte est connue.

Considérons le cas d’un systéeme physique dont ’évolution d’une grandeur x est donnée par I’équation différentielle linéaire

du premier ordre :

dr  ze—x

dat 7
ou 7 est la constante de temps et z. la valeur de x a I’équilibre. On cherche a résoudre cette équation numériquement sur
Pintervalle [0, 57], la valeur initiale de = étant nulle.

C’est le cas par exemple d’une chute sans vitesse initiale avec frottements fluides de type Stokes, ou de la charge d’un
condensateur a travers une résistance, ou encore d’une cinétique chimique du premier ordre.

[ Donner la solution exacte de 1’équation différentielle.
Te — T

[ Coder lalgorithme d’Euler, avec f(z) =

1 Observer le résultat obtenu lorsqu’on augmente progressivement le nombre d’itération. Comment faut-il choisir N ? Penser
aux différentes contraintes.

Partie B. Cas non linéaire

L’algorithme peut alors est utilisé pour résoudre numériquement des équations différentielles du premier ordre mais non-
linéaires, pour lesquelles on ne connait pas la solution.

Considérons par exemple le cas d’une chute sans vitesse initiale d’un corps de masse m dans le champ de pesanteur g et

soumis & une force de frottement fluide de la forme : F = av?.

La vitesse verticale descendante v(t) est alors solution de I’équation différentielle :

dv a 4
—=g——v
m

dt

Afin de pouvoir mettre en ceuvre 'algorithme d’Euler, il faut déterminer 'intervalle de temps sur lequel on veut résoudre
I’équation : il faut que la vitesse ait quasiment atteint sa valeur limite vy, & I'instant final choisi. Pour ce faire, on utilise le
temps caractéristique d’évolution 7 = v} /ag ou ag est 'accélération initiale.

[ Déterminer I'expression de la vitesse limite vy, de ag et en déduire I’expression de 7.

[ Adapter l'algorithme d’Euler précédent pour obtenir 1’évolution de la vitesse sur lintervalle [0, 107], la vitesse initiale
étant nulle.

[ Le bloc suivant trace le graphe de v = f(t).

Si on souhaite connaitre la vitesse atteinte apres une chute d’une hauteur donnée, il faut de plus obtenir la position z (sur un

dz
axe vertical descendant) & tout instant. Il suffit de remarquer que par définition i v, ce qui permet d’utiliser la méthode

d’Euler a nouveau.

[ Implémenter I'algorithme afin d’obtenir les valeurs successives de la position. On pourra aussi compléter le code précédent
afin de calculer en méme temps la vitesse et la position.

[ Le bloc suivant trace le graphe de v = f(2).
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Partie C. Equation différentielle du deuxiéme ordre

Considérons un pendule simple de longueur L = 1,00m dans le champ de pesanteur ¢ = 9,81 m - s~2. Il est régi par I’équation
différentielle suivante portant sur ’angle 0(t) entre le fil et la verticale :

Initialement, on écarte le pendule d’un angle 6 et on le lache sans vitesse initiale (90 =0).

On rappelle que pour des oscillations de faible amplitude, les solutions sont sinusoidales de période :

L
T =2y —
g

On cherche a étudier les solutions de cette équation sans faire 'hypothese des petits oscillations. On utilise pour ce faire une
méthode numérique.

Pour intégrer une équation différentielle du deuxiéme ordre, on la décompose en deux équations du premier ordre :

w
a
dw d2 g

= —=sin

T " ae - s

Le « vecteur » z(t) = [0(t),w(t)] vérifie une équation différentielle du premier ordre, que l'on peut résoudre en utilisant
I’algorithme d’Euler. Il suffit de considérer deux variables au lieu d’une.

1 Adapter I'algorithme d’Euler pour prendre en compte ces deux variables couplées.

[ Observer le résultat obtenu pour 6y = 0,1 en le comparant a la solution exacte dans le régime de petites oscillations.
L’accord est-il bon ?

[ Vérifier que 'on s’écarte du régime des petites oscillations pour des valeurs plus importantes de 6g.

Un des effets de la non-linéarité de I’équation différentielle est que la période dépend de 'amplitude des oscillations, donc de

fo.

1 Par quelle position passe le pendule au quart de sa période? En déduire une méthode numérique pour déterminer la
période. La coder.

[ Tester 'algorithme pour 6y = 0,1. Obtient-on le résultat escompté ?

@ Ecrire un code permettant le calcul automatisé de la période pour 100 valeurs de 6, dans l'intervalle [0,1;7/2]. Afficher le
graphe.

Q Vérifier graphiquement que le graphe peut étre modélisé par la fonction f(6y) = To(1 + 62/16) (formule de Borda) pour
les petites valeurs de 6.
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