Exercices d’entralnement [P4] Energétique du point matériel

Energies potentielles

Exercice 1 — La juste formule. o

On considére un point matériel de masse m plongé dans le champ de pesanteur . On se place dans un repére cartésien

0O,e,,¢e,,e.) tel que § = —ge,, le point O étant pris comme origine de ’énergie potentielle. Quelle est I’expression de
y g gey g g

I’énergie potentielle de pesanteur ?

@ mgx @ —mgy @ mgy @ mgz

Exercice 2 — Plusieurs expressions de 1’énergie potentielle de pesanteur. 00

Déterminer la fonction énergie potentielle de pesanteur d’un point matériel de masse m associée aux situations suivantes :

a) Epp(g) =0 b) Epp(S) =0 33
0 S.-~

7 i

a) Epp(y)= oo, c) Epp(@)= ..o,
b) Epp(x)= oo, d) Epp(¥)= ..ol
Exercice 3 — La juste formule... le retour. o

On considére un point matériel M de masse m astreint & se déplacer selon un axe (Oy) horizontal. Il est attaché & un
ressort de raideur k et de longueur a vide £y. L’autre extrémité du ressort est fixée en O.

Quelle est 'expression de 1’énergie potentielle élastique du point M pour que celle-ci soit nulle lorsque ’allongement du
ressort est nul 7

@ 5 ® hy o) © $h” — ) @ —hlto — v’
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Exercice 4 — Expression de 1’énergie potentielle élastique. 000

Déterminer la fonction énergie potentielle élastique associée aux situations suivantes, ou tous les ressorts sont de longueur
a vide £y et de raideur k :

b) Epe(A) =0

Y

_r
dmmmm e >
20y
A)  Epe(U) = e
D) Epe() =
C) Epe(@) = oo
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Travail d’une force

Exercice 5 — Une force de frottement. 000
B —
— = v — : 3
On considere le travail Wag = / F - df d’une force de frottement F = _hﬂ’ ou v est le vecteur vitesse du point
v

A
matériel subissant la force et h est une constante.

Déterminer W pour les chemins suivants :

a) Un segment reliant A(0,0) et B(£,0) . oiuiini

b) Un arc de cercle d’angle v et de rayon R ........ooiuii i

¢) Un rectangle ABCD de €OtES @ €6 D oottt

d) Un triangle ABC de COES @, D, C .ottt

e) En comparant les résultats obtenus, peut-on dire que la force est conservative ?

@ Oui @ Non

Théoremes énergétiques

Exercice 6 — Freinage et variation d’énergie cinétique. 00

On considére une voiture (assimilée & un point matériel de masse m) se déplagant le long d’une route rectiligne horizontale
et dont la vitesse initiale au début de la phase de freinage vaut v = vge,.

En freinant, le véhicule est soumis & une force de frottement F= —he,.
Quelle est 'expression de la distance d’arrét d de la voiture ?

2mug? mug> mug

® = ® =, © =

Exercice 7 — Pendule simple. 00
Un pendule simple est constitué d’un fil de longueur ¢ = 1,0 m auquel est accrochée une masse m = 100g.
A t =0, on donne & cette masse une vitesse horizontale 9§ = vgé., ot vo = 2,0m - s~ 1.

On note 0y 'angle pour lequel la masse rebrousse chemin.

a) Exprimer cos(fp) .. ...ouri

D) CalCULET Gy ..ottt
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Exercice 8 — Trampoline simplifié. 000

Un ressort de longueur & vide £y = 30 cm, de raideur k£ = 1,0- 103N - m ™!, sans masse, est posé sur le sol & la verticale. On

lache d’une hauteur H = 2,0m et sans vitesse initiale une masse ponctuelle m = 1,0kg. Apres une durée de chute libre
sans frottement, la masse atteint le ressort, le comprime jusqu’a ce que celui-ci la propulse vers le haut comme le ferait
un trampoline.

En admettant que la masse quitte le ressort quand z = £y, calculer :

a) La vitesse de la masse lors du contact avec le ressort ...............coociiiii.

b) L’altitude minimale atteinte par la masse ......... ...,

¢) L’altitude maximale de la masse (en fin de remontée) .................cocoviiin....

Exercice 9 — Oscillateur vertical. 000
Un point M de masse m est accroché a une paroi horizontale fixe par I'intermédiaire d’un ressort de raideur k& [ de longueur
a vide £y. Son mouvement s’effectue dans un liquide qui produit une force de frottements fluides linéaire F' = —a¥, ol

a > 0. On néglige la poussée d’Archimede, on ne considére que des mouvements verticaux dans le champ de pesanteur g.

‘;6 |7

a) On note z la position de M par rapport & O.

Déterminer, par une méthode énergétique, I’équation différentielle vérifiée par z.

b) On note & présent ¢ la position de M par rapport & sa position a I’équilibre.

Déterminer I’équation différentielle vérifiée par (.
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Mouvements conservatifs et positions d’équilibre

Exercice 10 — Profils d’énergies potentielles.

Les quatre profils ci-apres représentent la fonction énergie potentielle suivante :

avec «, 3 des réels non nuls.

Energie potentielle n° 1
E

p

Energie potentielle n° 2

(z)

SRS

B
+ 3

Energie potentielle n° 3

Energie potentielle n° 4

Attribuer a chacune des figures ci-dessus les bons signes pour « et 3, en indiquant laquelle des réponses suivantes est la

bonne :

@a>0 et >0
@a>0 et <0

a) Energie potentielle n®1 ....................

b) Energie potentielle n°2 ....................

@a<0 et >0
(d) a<0 et B<0

¢) Energie potentielle n° 3

d) Energie potentielle n° 4
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Exercice 11 — Autour d’une position d’équilibre. 000

On donne I'expression de potentiels E,, dans chacun desquels évolue un point matériel de masse m.

Déterminer dans chaque cas la position d’équilibre stable.

a) Pour E,(0) = mgl(1 — cos(9)) :

Exercice 12 — Etat lié ou état de diffusion ? o

On considere le profil suivant d’énergie potentielle (les abscisses étoilées et Iabscisse x3 serviront dans ’entrainement
suivant).

Pour chaque état suivant, étant donné les valeurs de I’énergie mécanique et de la position initiale d’un point matériel, dire
si ce dernier se trouve :

@ dans un état lié @ dans un état de diffusion

Ep() 4

a) En=F et 2z(0)=x1 ................ d) Enmn=FE; et 2z(0)=2z2 .........o.....
b) En=FE1 et 2z(0)=x2 ................ e) En=FE3 et 2(0)=z1 ................
c) Em=FEy et 2z(0)=x1 ..., f) En=FE3 et 2(0)=z2 ................
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Exercice 13 — Analyse d’un profil d’énergie potentielle. o
On reprend le profil d’énergie potentielle de I’entrainement précédent.

Pour chacune des positions suivantes, déterminer si elle est stable ou instable, et si le mouvement au voisinage de ces
positions est périodique et/ou harmonique, en indiquant laquelle des réponses suivantes est la bonne :

@ équilibre stable @ mouvement périodique
@ équilibre instable @ mouvement harmonique
Plusieurs bonnes réponses sont possibles.
a) Voisinage de &7 ......... ... il c) Voisinage de &5 ...,
b) Voisinage de x5 ........... .. ... d) Région entre xg et x3 ..................
Exercice 14 — Vitesse a l’infini. o

On considere le profil d’énergie potentielle des deux entrainements précédents.

Un point matériel de masse m = 2,30 kg est abandonné avec ’énergie E3 = 1,30kJ.

Calculer la vitesse du point matériel a 'infini .......... ... ... ... . i ...
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Réponses
L ©
2 A) mg(l —y)
2b) ’mg(:c sin(«) — H) ‘
2 ) e —mgR cos(6)
2d) mgr(cos(v) — 1) + Eg
B ()
AA). —k(y — £o)* — %
1 z 1L :
e (o) ()
A ) ’Engk(xon)Q‘

B € et —(2a +2b)h
Bd) —(a+b+c)h
B ) et @
B (©
2
T ) - ;]ng
)
B A e 58m s

9a) i z—l—jz'—&——z:g-i-%
O D) C+ 24 %g =

0 ()
1O D)o @
10 C) ettt (a)
10 )t (©
L1 A) .ttt
11 D) oo [0]
13 PP [0]
TLd) it [a]
12 8) et (@)
12 b) (a)
12 C) et (a)
12 d) e ()
12€) e ()
12 6) oo M)
13 8) oottt @), (©) et (@)
13 D) ()
13C) et (@), (©) et ()
13 d) et (a)et (¢)
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Corrigés

2 b) On peut raisonner de deux manieres :

e La coordonnée verticale (axe de ) z est liée & = par 2 = zsin(a). On a donc Epp = mgzx sin(a) + Ko.
L’énergie potentielle étant nulle en z = H, on a Epp(xz) = mg(xsin(a) — H).

e Dans le repeére (O, e5,¢,), 0on a § = —gsin(a)e, — gcosae,.
On en déduit le travail élémentaire pour un déplacement selon x :

OW = —mgsin(a) dz = — d(mgzsin(a) + K2) = —dEpp.

On en déduit que Epp(x) = mga sin(a) + Ko.

L’énergie potentielle devant étre nulle en S, qui correspond & x = — ,on a Ko = —mgH, d’ou le résultat.
S

in(a)

2¢) Dans la base polaire, I’accélération de la pesanteur s’écrit § = g cos(f)e, — gsin(6)eg. Donc, le travail élémentaire pour

un déplacement sur le cercle (selon €3) est :

W =mg -dOM = —myg sin(@)Rd0 = — d(—mgR cos() + K3) = — dEpp.

On a donc Epp(0) = —mgRcos(f) + K3 et, comme on veut Ey,(7/2) =0, on a K3 = 0. Ainsi, on a :

Ep(0) = —mgR cos(0).

2 d) Fixons un axe (Oz) vertical ascendant avec O au centre du cercle. L’énergie potentielle de pesanteur s’écrit alors
Epp =mgz + K. Or, on a z = rcos(¢p), dout Epp = mgr cos(y) + Ka.

La convention choisie (Epp(1 = 0) = Ep) entraine que :
mgrcos(0) + K4 = Eg, dou K4 = Eo — mgr.

Finalement, on trouve :
Eyp = mgr(cos(z/}) — 1) + Eo.

4 a) L’axe est orienté vers le bas, la longueur du ressort s’identifie donc directement a la coordonnée y.

La force de rappel s’écrit F= —k(y —€o)e;,. On en déduit donc (en calculant le travail élémentaire ou par intégration directe) que :

1 e
Epe(y) = 5h(y — o) + C*.

Or, on veut Epe(y = 0) = 0, d’ott C** = f%kZOQ. Ainsi, on a :
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4 b) On calcule d’abord la longueur ¢ du ressort en fonction de la coordonnée z. Un peu de trigonométrie donne cos(f) = %,
d’ou £ = % Par rapport a la coordonnée ¢ (mesurée le long de ’axe (OA)), ’énergie potentielle vaut donc :
cos

1
Epo(6) = 5k(f - 6o)? +C*.

On a donc : )
Bpo(z) = sk —25— o) +C
P T 9% cos(B) ’
On détermine alors la constante afin d’avoir Epe(A) = 0. Lorsque le point M est en A, la longueur du ressort vaut £(A) = s'nl(/ﬂ)'
i
On résout donc : 1 L 2 . " 1 L :
Ee A :*k} — e: d e:_fk- —_— .
pe(£(A)) 3 (sin(@) Eo) +C 0 ce qui donne C 3 (sin(ﬁ) 40>
Finalement, on trouve :
2 2
1 x 1 L
E = k| —— — 4 — k| ———4lo | .
be(@) 2 (cos(ﬁ) 0) 2 (sin(ﬂ) 0)
4 c) La masse centrale est soumise aux forces de rappel des deux ressorts :
e La longueur du ressort de gauche vaut x. La force exercée par celui-ci sur la masse s’exprime donc comme F, = —k(z — bo)es,
d’olt une énergie potentielle (& une constante prés) Ep o = %k(w —£)2.

e La longueur du ressort de droite vaut 2¢y — x. La force exercée par celui-ci sur la masse s’exprime donc comme FZ = k(260 —
x—4Lo)es = k(o — x)e, (attention au signe devant k qui doit étre cohérent), d’otl une énergie potentielle (a4 une constante pres)

1
Ep,d = §I€(€0 — 32)2.

En additionnant les deux contributions, et en demandant que Fpe(£o) = Eo, on obtient alors Fue(z) = Eo + k(z — 60)2.

Or, par construction, les vecteurs vitesse et déplacement élémentaire sont colinéaires, d’ou :

oW = —hdOM.
Par intégration, on a donc :
W = —hdOM = —h dOM = —h/.
AB AB
Les autres cas se calculent semblablement.
5e) Si la force était conservative, son travail ne dépendrait que des points de départ et d’arrivée, et serait donc nul sur

un chemin fermé (points de départ et d’arrivée confondus). Ce n’est pas le cas pour les chemins c) et d), la force n’est donc pas
conservative.

6 On applique le théoréme de ’énergie cinétique entre le point de départ et le point d’arrét. L’entrainement précédent
permet d’affirmer que le travail de la force de frottement vaut —hd. On a donc :

1 2 mug?
AE.=0— -mvy” = —hd donc d=
¢ g "o 2h
7 a) La masse n’est soumise qu’au poids, force conservative, et & la tension du fil qui ne travaille pas car elle reste orthogonale

au mouvement. [.’énergie mécanique se conserve donc entre le point de départ et le point de rebroussement.
1
e Au départ, E,, = E. = §mv02 (on pose z = 0 pour la position initiale de la masse, et on prend E,(0) = 0).

e Au moment du rebroussement, E,, = E, = mgz(6y) = mgl(1 — cos(6p)), car on a alors z(0) = £ — £ cos(6).

A Si, on a :
—mvg = mg@(l - COS(9 )) donc COS(&()) =1- L




Exercices d’entralnement [P4] Energétique du point matériel

8 a) En appliquant le théoréme de 1’énergie mécanique entre le début et la fin de la chute libre, on a :

1
E'm (tﬁn Chute) - Em(tdébut chute) = 577’“}02 - mg(H - EO)

Les forces étant conservatives, 1’énergie mécanique est conservée et on a donc :

vo = \/29(H — lo) = /2 x 9,81 m -s=2 x (2,0m — 0,30m) = 58m -5 .

8 b) La masse n’est soumise qu’a des forces conservatives : son poids, ainsi que la force de rappel du ressort. On peut donc

appliquer la conservation de ’énergie mécanique entre la position d’arrivée sur le ressort (z = £y) et la position d’altitude minimale
(z = zm), pour laquelle la vitesse s’annule. On a donc :

1 1
5771?)02 + mglo = mgzm + Qk:(zm — 60)2.

1 1 1
Ainsi, aprés calcul, on trouve iszn + (mg — klo)zm + §k£02 - §mv02 —mgly = 0.

On ne demande qu’une réponse numérique, on peut donc passer aux valeurs numériques pour simplifier la résolution :
50022, — 290,22, + 25,4 = 0.

Cette équation posséde deux solutions, z1 ~ 0,47m et z2 ~ 0,11 m. La premiére solution correspond & une position supérieure en
altitude a la position initiale, et n’est donc pas celle qui nous intéresse. On retient donc z,, = 0,11 m.

8 ¢) La masse n’étant soumise qu’a des forces conservatives, elle revient en x = ¢y avec la méme vitesse qu’elle avait en

arrivant, a savoir vg. Elle atteint donc une altitude maximale quand sa vitesse s’annule en z = H.

9 a) On choisit un axe vertical descendant de maniere a pouvoir identifier z a la distance OM, qui est la longueur du ressort.

Afin de déterminer I’équation différentielle, on souhaite appliquer le théoréme de la puissance cinétique. Or :
e la puissance du poids vaut mg - ¥ = mgz (axe descendant) ;
e la puissance de la force de rappel vaut —k(z — fp)ez - U = —k(z — £o)%;

— .2

U

e la puissance de la force de frottements fluides vaut —av - v = —az”.

Le théoreme de la puissance cinétique donne alors :

. _d(1
dt — de\2

D’ou finalement : zZ + gé’ + Ez =g+ k—eo.
m m m

mz';2) =mzZ =mgz —k(z — o)z — ai?.

9 b) On détermine la position d’équilibre en projetant la premiere loi de Newton sur ’axe vertical descendant :
mg — k(zeq — o) =0 donc zeq = 4o + %
On obtient zeq > fo, ce qui est physiquement cohérent.

On pose donc ( = z — zeq. En réinjectant dans 1’équation différentielle obtenue précédemment, on obtient :

@) kbo

C-l-gé-&-*(é—&-éo—i— e ) =9t~ donc  (+ (4 ¢=0.
m> m m m>  m

On peut également obtenir cette équation en écrivant la force de rappel par rapport a la variable ( et en en déduisant l’énergie
potentielle associée.

10 a) Au voisinage de = 07, la fonction énergie potentielle est équivalente & 3 / @2 Ici, la fonction représentée par le graphe

tend vers —oo en 0, on a donc nécessairement 5 < 0.

Pour x — +00, la fonction énergie potentielle est équivalente a «/x. Ici, la fonction représentée par le graphe tend vers 0" en 400,
on a donc nécessairement a > 0.

Ce potentiel est physiquement impossible car Eyp(x — 0+) — —00 : I’énergie potentielle n’est pas bornée inférieurement, on pourrait
donc théoriquement utiliser ce potentiel pour extraire une quantité infinie d’énergie.
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11 a) La position d’équilibre stable correspond a I’état qui minimise I’énergie potentielle.

e Déterminons le minimum de 1’énergie potentielle E,(8) = mgf(1 — cos(0)) en cherchant la valeur 6.q telle que :

dE, d’E,

do?

(0eq) = et (Beq) > 0.

La premiére égalité donne —= (fcq) = mglsin(feq) = 0 et donc eq = 0 [7].

2

dE,

de
Ep _

W(Qeq) > 0, on trouve foq = 0 [27].

e On aurait pu remarquer que les minima de mgf(1 — cos(f)) correspondent aux maxima de cos(f), qui sont bien les f.q = 0 [27].

Finalement, en tenant compte de

dE,
dz

dFE
L’équation q P — 0 a alors trois solutions : z1 = 0, z2 = ,/—; et z3 = —4/ —;.
z

Il s’agit des positions d’équilibre de ce potentiel.

=Kz + 2\

2
On dérive une seconde fois afin d’étudier la stabilité. On a V; =k +3X2%
Finalement, on obtient :
d’E,
P (z=21)=K>0
d’E, K
2 (z=122) = K+3)\<—X> =—-2k<0
2
ddf;p (z=12z3) =K+ 3)\(7;) = -2k <0.
Seule z1 = 0 est une position d’équilibre stable.
11 ¢) On calcule la dérivée de I’énergie potentielle :
dFE,
P — 2Uoﬂ$eﬂz2,
dz

qui montre que d—p s’annule pour x = 0, qui est donc une position d’équilibre.
x
Pour étudier sa stabilité, on dérive une seconde fois :

d’E,
dz?

= 2WoB(1 + 282%)e*,

qui, en z = 0, vaut 2Uy3 > 0. Cette position d’équilibre est donc bien stable.

dE,
d¢

= 2FEysin(¢ — a) cos(¢ — a).

Ainsi,

dE,
d¢

Afin d’étudier leur stabilité, on dérive une seconde fois :

s’annule pour ¢ =a et ¢ =a + g, qui sont les positions d’équilibre dans 'intervalle [0, 7[.

CE, = 2FE(cos’ (¢ — a) — sin*(¢ — a))
dg? '
2
e On calcule ensuite ] ¢2p (¢ = a) = 2Fy. Ce dernier terme étant positif, la position d’équilibre ¢ = a est donc stable.
’E
e Pour l'autre position d’équilibre, on a dq52p (¢ = a+m/2) = —2Ey. Cette dérivée seconde étant négative, la position d’équilibre

¢ = a+ 7/2 est instable.
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13 d) Le mouvement entre xs et x3 correspond a un état lié : c’est un mouvement dans un puits de potentiel. Comme le

mouvement est a un degré de liberté, il est également périodique. Cependant, les positions extrémes étant éloignées de la position
moyenne (d’équilibre x3), ce mouvement n’est pas harmonique.

14 On a vu précédemment que les trajectoires correspondant a ’énergie mécanique Es sont des états de diffusion, le point
matériel peut donc bien s’échapper a l'infini.

Le mouvement du point étant conservatif, on applique la conservation de ’énergie mécanique entre le départ et « arrivée » a I'infini.

On a:
. 2 . 72
FEs = 1mvgo donc Voo = 2Es = 2x1300ke -m” -5 =33,6m - st
m 2,3kg

13



