
Chapitre A3

Calculs algébriques

• Notations et manipulations de sommes et produits.

• Sommes et produits usuels.

• Coe�cients binomiaux.

• Formalisme des sommes doubles.

Objectifs

1 Sommes et produits

1.1 Notations et règles de calcul

Par souci de généralité, les notations et résultats de ce chapitre sont énoncés avec des nombres complexes,
mais les exemples développés se limiteront aux calculs réels.

Notations. Étant donnée une famille (ai)i∈I de nombres (réels ou complexes) indexée par un ensemble �ni

I, on note
∑
i∈I

ai leur somme et
∏
i∈I

ai leur produit.

En particulier si I = Jn, pK avec n, p des entiers, on note

∑
p⩽i⩽n

ai =

p∑
i=n

ai = an + an+1 + . . .+ ap et
∏

p⩽i⩽n

ai =

p∏
i=n

ai = an × an+1 × . . .× ap.

Parfois l'ensemble d'indices sera noté, par souci de concision ou de clarté, de manière descriptive plutôt
qu'ensembliste. Ainsi,

∑
i∈J0,nK∩2Z

ai =
∑

i∈J0,nK
i pair

ai =
n∑

i=0
i pair

ai = a0 + a2 + a4 + . . . ,
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2 A3. Calculs algébriques

Soient I un ensemble �ni et (ai)i ∈ I et (bi)i∈I deux familles de nombres complexes. Soit λ une
constante. On a

∑
i∈I

λai = λ
∑
i∈I

ai,
∏
i∈I

aλi =

(∏
i∈I

ai

)λ

,

∑
i∈I

ai + bi =
∑
i∈I

ai +
∑
i∈I

bi,
∏
i∈I

aibi =
∏
i∈I

ai ×
∏
i∈I

bi,

∑
i∈I

λ = pλ,
∏
i∈I

λ = λp,

où p est le nombre d'éléments de I.
Soit J et K deux parties disjointes de I (i.e. J ∩K = ∅). On a

∑
i∈J∪K

ai =
∑
i∈J

ai +
∑
i∈K

ai et
∏

i∈J∪K
ai =

(∏
i∈J

ai

)(∏
i∈K

ai

)
.

Proposition A3.1

Soit n ∈ N∗, (ai)i∈J1,nK une famille de nombres réels ou complexes, et 1 ⩽ m ⩽ n un entier.

n∑
i=1

ai =
m∑
i=1

ai +
n∑

i=m+1

ai et
n∏

i=1

ai =
m∏
i=1

ai ×
n∏

i=m+1

ai

Corollaire A3.2

Remarque. Par convention, une somme vide vaut 0 et un produit vide vaut 1.
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1.2 Sommes et méthodes usuelles

Par translation : soit (ai)i∈N une famille de nombres et n, p ∈ N. On a

p+n∑
i=p+1

ai =
n∑

k=1

ap+k et
p+n∏

i=p+1

ai =
n∏

k=1

ap+k.

Par changement d'ordre : soit (ai)i∈N une famille de nombres et n ∈ N. On a

n∑
i=1

ai =

n∑
k=1

an+1−k et
n∏

i=1

ai =

n∏
k=1

an+1−k,

n∑
i=0

ai =

n∑
k=0

an−k et
n∏

i=0

ai =

n∏
k=0

an−k.

Proposition A3.3 (Changement d'indice)

Soit (ai)i∈N une famille de nombres et p ⩽ n deux entiers. On a

n∑
i=p

(ai+1 − ai) = an+1 − ap

Théorème A3.4 (Somme télescopique)

Soient (uk)k une suite arithmétique de raison r et m,n ∈ N. Alors

n∑
k=m

uk = (n−m+ 1)× um + un
2

.

Théorème A3.5 (Progression arithmétique)

Soient (vk)k une suite géométrique de raison q et m,n ∈ N. Alors

n∑
k=m

vk =
vm − vn+1

1− q
= vm × 1− qn−m+1

1− q
.

Théorème A3.6 (Progression géométrique)
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4 A3. Calculs algébriques

Soit n ∈ N. Alors
n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2
,

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

n∑
k=1

k3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

.

Proposition A3.7

Soient a, b ∈ C et n ∈ N∗. Alors

an − bn = (a− b)
n−1∑
k=0

akbn−1−k.

Théorème A3.8 (Formule de Bernoulli)

2 Coe�cients binomiaux

Étant donné n ∈ N, on appelle factorielle de n le nombre entier noté n! et dé�ni par

n! =

n∏
k=1

k.

Dé�nition A3.9

Remarques.

• La convention 0! = 1 est cohérente avec celle du produit vide.

• On peut aussi la dé�nir par récurrence par 0! = 1 et pour tout n ∈ N, (n+ 1)! = n!× (n+ 1).

Pour tout n ∈ N, et tout p ∈ J0, nK, on dé�nit le coe�cient binomial � p parmi n � par(
n

p

)
=

n!

p!(n− p)!
=

n(n− 1) . . . (n− p+ 1)

p!

Dé�nition A3.10

Remarque. On peut les dé�nir plus généralement en posant

(
n

p

)
= 0 si p < 0 ou p > n.
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Soit n ∈ N.

1.

(
n

0

)
=

(
n

n

)
= 1.

2.

(
n

1

)
= n.

3. Symétrie : ∀p ∈ J0, nK,
(
n

p

)
=

(
n

n− p

)
.

4. Formule de Pascal :

∀p < n− 1,

(
n

p

)
+

(
n

p+ 1

)
=

(
n+ 1

p+ 1

)
.

Proposition A3.11

Pour tous a, b ∈ C et tout n ∈ N,

(a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k.

Proposition A3.12 (Formule du binôme)

3 Sommes doubles

Notations. Étant donnés deux ensembles �nis I et J , une famille d'éléments indexée par I et J se note
(ai,j)(i,j)∈I×J ou (aij) i∈I

j∈J
. La somme de ces éléments est notée

∑
(i,j)∈I×J

aij ou
∑
i∈I
j∈J

aij .

Remarque. Dans le cas particulier où I = Jm,nK et J = Jp, qK sont des ensembles d'entiers successifs, on
note la somme ∑

m⩽i⩽n
p⩽j⩽q

aij .

Soient m,n, p, q ∈ N et (aij)m⩽i⩽n
p⩽j⩽q

une famille de nombres complexes. Alors

∑
m⩽i⩽n
p⩽j⩽q

aij =
n∑

i=m

q∑
j=p

aij =

q∑
j=p

n∑
i=m

aij .

Théorème A3.13 (Indexation sur un rectangle)
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6 A3. Calculs algébriques

Soient m,n ∈ N et (aij)m⩽i⩽j⩽n une famille de nombres complexes indexée par le triangle
{(i, j) |m ⩽ i ⩽ j ⩽ n}. Alors

∑
m⩽i⩽j⩽n

aij =

n∑
i=m

n∑
j=i

aij =

n∑
j=m

j∑
i=m

aij .

Théorème A3.14 (Indexation sur un triangle)

• Démonstration par récurrence.

• Calculer une somme ou un produit télescopique.

• Translater ou inverser une indexation.

• Séparation d'une somme selon une partition :

➢ extraire un terme,

➢ séparer les termes pairs et impairs.

• Interversion de sommes/produits doubles.

Méthodes
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