TD B1l. Etudes de fonctions

1 Généralités

’Exercice B1.1‘ ¥
Soit f : R — R une application telle que

Ve eR, f(vr) #3 et fle+1)="——

Montrer que f est 4-périodique.

’Exercice B1.2‘
Soit f: D —Ret g: R— R avec D centré en 0. Montrer les assertions suivantes.

1. Si f et g sont impaires, alors g o f est impaire.
2. Si f est impaire et g est paire alors g o f est paire.

3. Si f est paire alors g o f est paire.

’Exercice B1.3‘
Pour chacune des fonctions suivantes, préciser les différentes fonctions la constituant, ainsi que les opé-
rations (somme, produit, quotient, composée) mises en jeu. Donner alors son ensemble de définition.

202 — 7 1
: 6. fo:ars ——
1. fl.x>—>2$+3, e N
X
222 — 7 7. fsrx— —,
2. f2:$’—>m, hl(fL')

8. fo:xr—In(e” —1),
2

3. fa:x— x4+ 3x+4, 9. fio:z — In(z — 22),
4. f4:xl—>\/m, 10. fi1: @+ Vo ln(4z? — 3),
5 fs x> —2? 43z +4, 11. fio:x— In(v/22 —1).

2 Limites

’ Exercice B1.4 ‘

1. Détermier

9 2
(a) les limites en 07 et +oco de vt
x
2— 4 2 2
(b) les limites en 17 et 17 de v dv+d et de %
22 -1 22 -1
2. Déterminer les limites
1 2 : x
i __ c¢) lim x”.
(@) lim 7= 7 ) g,
. In(2—2x) . e?® In(2?)
L @ dm, =
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(e) lim z%e®(In(—z))?, (f) lim zsin (E>

z—0~ T—+00

’Exercice B1.5 ‘ o3
Déterminer les éventuelles asymptotes & la courbe représentative de

202 — 22 —1 322 +1
o _3 2. g:x— .
:L‘_

1. f:z—
frw T —2

3 Dérivation

’Exercice B1.6‘
Sous réserve d’hypothéses suffisantes de dérivabilité :

1. Montrer que si f est paire, alors f’ est impaire et que si f est impaire alors f’ est paire.

2. Soit T' € R*. Que peut-on dire de la dérivée d’une fonction T-périodique ?

’ Exercice B1.7 ‘

1. Soit f: z +— 2® — x 4+ 1. Déterminer les points ou la tangente a ¢y est parallele a la droite d’équation
y = 2.

Inx
2. Soit g : x — —5-. Déterminer les points ou la tangente & € est paralléle a la droite d’équation y = .
x

’ Exercice B1.8 ‘ o

1. Déterminer, suivant la valeur du réel o : lim z%sin(z).
xz—07t

In(1 1\*
2. Déterminer lim n(l+z) puis en déduire lim <1 + ) .
x

z—0 xT T—++00

4 Fonctions usuelles

’ Exercice B1.9 ‘ ¥

1. Montrer que pour tout z € Ry,

2
T- <In(l+z) <.
T
2. Montrer que pour tout x € [0, 5},
22 a3
1—?<cosx<1 et x—ggln(l—kx)gx.

Exercice Bl.lO‘ % ¥ (Caractérisations du logarithme, tome 1)
Etant donné un intervalle I, on cherche les fonctions f non nulles et dérivables sur I telles que
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1. Montrer que si f est définie en 0, alors f est la fonction nulle.
2. On considére a partir de maintenant que f est définie sur R’ . Calculer f(1).

3. Soit € R. On définit la fonction g sur R* par : Vy € R, g(y) = f(zy). Calculer une expression de ¢’
et en déduire celle de f’.

4. Donner les fonctions solutions du probléme.

’Exercice B1.11‘ tot o (Caractérisations du logarithme, tome 2)

k
Soit k € R*. On note f la primitive de x — — s’annulant en x = 1.
x

1. Soit y € R. On définit la fonction g sur RY par : Vo € RY, g(z) = f(zy). Calculer une expression de ¢’
puis de f’.
2. En déduire que g — f est constante puis que

Va,y € RY, f(ay) = f(z) + f(y).

’Exercice B1.12‘ todel

Montrer que pour tout x €0, 1[, *(1 — x)(l—x) >

N | =

’Exercice B1.13‘
Résoudre dans R (ou dans le sous-ensemble de R qui convient) les équations, inéquations ou systémes
suivants.

1. VI9— 2+ V9T + 2 = 14, . {x+y—52

2. 2z —4| < |z -1 " |logz +1logy =2

3. e —2e" -3 =0, 5

b V= T 9. logyx +1log, 2 = o
5. 57 — 5ol _g3-1_ 10. tan(3 Arcsinzx) = 1,
6. 220 — 3u—1/2 _ getl/2 _ 921 11. chz = a,

7. Inlz+1] —In2zx + 1| < In2, 12. 5chz —3shz =4.

’Exercice B1.14‘ o
Etudier les fonctions suivantes.

1. fi(z) =In(lnx), 4. fa(x) = |tanx| + cosz,
2. fo(x) = (x — l)eﬁ, 5. fs(x) =tanz + P
3. f3(x) =222 — 1| — |x + 2| + 3=, 6. f7(z) =In(chz).

’Exercice B1.15‘ ¥
Calculer le maximum pour n € N* de {/n = nw.
’Exercice B1.16‘ to o

1. Soit « € R et x > —1. Comparer (1 + )% et 1 + .
2. En déduire que pour tous « € [0,1] et n € N*, on a

ﬁ(l—i—Z) > (n+1)°,

k=1




4 Bl1. Ftudes de fonctions

5 Trigonométrie réciproque

’Exercice B1.17‘ ¥
Etudier les fonctions Arcsinosin, Arccos o cos et Arctan o tan.

’Exercice B1.18‘ ¥
Déterminer Arctan(1l) + Arctan(2) + Arctan(3).

’Exercice B1.19‘ o3
Calculer

1. pour z € R, sin(Arctan x) et cos(Arctanz),
2. pour z € [—1,1], Arcsinz + Arccos z,
3. pour x € R*, Arctanx + Arctan(1/z).

Exercice B1.20‘ ¥ (Formule de Machin)
1. Montrer que Arctan(1/2) + Arctan(1/3) = /4.

2. Lorsqu’il est défini, exprimer tan(4x) en fonction de tanx.
3. En déduire que 7/4 = 4 Arctan(1/5) — Arctan(1/239).

’Exercice B1.21‘ tot o

Résoudre dans R : Arcsinz + Arcsing = g

’Exercice B1.22‘ tod el

a—2b
1. Montrer que pour tous a,b € Ry, Arctana — Arctanb = Arctan <1+b)
a

n
2. En déduire la limite quand n tend vers 400 de Z Arctan (

1 )
5 |-
prd 1+Ek+Ek

’Exercice B1.23‘ toXot ol

Soit x1,...,x7 sept nombres réels distincts. Montrer qu’il existe i,j deux entiers (avec 1 < i < j < 7)
Ti— Ty 1
tels que 0 < ——= < —.
4 L+zx; /3

6 Trigonométrie hyperbolique

’Exercice B1.24‘ o
Soit a,b € R.

1. Etablir des relations entre ch(a + b), sh(a + b) et les quantités ch(a), ch(b), sh(a), sh(b).
2. Montrer que ch(2a) = 1 + 2sh?(a).

’Exercice B1.25‘ totel
Soit n € N et € R*. Montrer que

Z ch(2kz) = W ch(nz).
k=0
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’Exercice B1.26‘ tot o

6535 Le %
Soit la fonction définie sur R* par f(x) = —;
e —1
ch(3z) 4ch*(z) -3
1. Mont = =
ontrer que f(x) sh(2z) 2h(z)

2. Etudier f.

Exercice B1.27‘ totetol

2
x
1. Montrer que pour tout € Ry, shx > x et chx > 1+ Oh

2]

1+ |z|

2. Montrer que pour tout x € R, |thz| >

Exercice B1.28 ‘ tot ol

1
Montrer que pour tout z € [0, +o00[, Arctan(shz) = Arccos ( o )
chz

7 Bijections

’Exercice B1.29‘ tot o

1. Soit u,v € [~1,1] tels que u? 4+ v? = 1. Justifier qu’il existe ¢ € R tel que {

2. Soit a,b € R. Montrer qu'il existe A, ¢ € R tels que

cos(p) =u
sin(p) = v

Vt e R, acost+bsint = Acos(t — ).

’ Exercice B1.30 ‘ ¥

Montrer que sh est bijective et effectuer I’étude compléte de sa bijection réciproque.

’Exercice B1.31 ‘

Pour chacune des fonctions suivantes, vérifier qu’elle est bijective en déterminant sa bijection réciproque.

1. fi:xz— 3z —5, de R dans R,
2. fo:ax— 22+ 1, de Ry dans [1, 400,
3. fyrx—ad—1, de RY dans | — 1, 400,

4. fo:x— %, de |2, +oo[ dans | — o0, 1],

5. f5:x — "1 de R dans R,
et —4

6. T X
fo:x gt

de R dans | — 2, 1].
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’Exercice B1.32‘
Soit f :]0,1] — [0,1] une fonction dérivable strictement décroissante. Montrer que ’équation f(x) = =
posséde une unique solution dans [0, 1].

’Exercice B1.33‘ toded
Combien la fonction z +— (z — 1)e* — ex + 1 a-t-elle de zéros ?

’Exercice B1.34‘ o2
Soit f: Jl,4+00[ — R
r — In(z®—1)

Justifier que f est dérivable et calculer sa dérivée.
Montrer que f réalise une bijection de |1, 400 vers un intervalle J & préciser.
Calculer f~1.

Déterminer I'ensemble de dérivabilité de f~' et calculer (f~1) de deux maniéres différentes.

=L o=



