MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR SURVEILLE N° 1

Exercice 1| Morceaux choisis

1. Supposons que 'assertion est fausse, i.e.
2
T
3$€R*,\/I2+1:1+?.
x? x?
Alors en élevant au carré, 22 +1 =1+ 2?4+ =, dott — =0, i.e. = 0, ce qui est exclu.

4 4
2. Soit = € R tel que = # 7 [27].

1-— 1
(a) D’apres les formules de linéarisation, |sin? <g> = % et | cos? (g) = % .

) 1 —cosx

) 1+coszx |

(b) Ainsi tan? (g) = sin” E

cos?

SRINE]

2 (Y 1) 21— tan? (2. doit|cosz — =20 (35)
(c) Cela donne cos(z) <tan (2) —|—1) =1—tan (Q)adou cosT = 1+ tan2 (%) :

1—2t2+ ¢4 442
Notons, par commodité t = tan <g> Puis sin?z = 1 —cos?z = 1 — { —i—t;)_Q = 0+ 22
. . 2t i x . . . 2tan (%)
d’ou sinz = £———. Or sinx et tan (—) sont de méme signe, donc [siner = ———="— |.
(1+t2) 2 1+ tan? (%)

3. On rappelle qu’'une fonction f : R — R est majorée lorsque :

M € R,Vz € R, f(z) < M.

(a) Négation de cette assertion : ‘VM eER, Iz eR, f(zx) >M ‘
(b) Utiliser soigneusement ces assertions quantifiées pour montrer que
e Posons M = 1. Soit x € R. On a bien sinx < M.
Ceci montre que ‘sin est majorée ‘
e Soit M € R. Posons = M?2. Alors f(x) = |[M|+2 > M.
Ceci montre que ‘ f:x = x+ 2 n’est pas majorée ‘

n

. . 1
4. Soit € R. Pour tout n € N*, on pose S, = ZUmJ et T,, = ESH.

k=1
(a) Pour tout n € N, on a kz —1 < |kz| < kz.

Donc zn:(kx -1)< zn:Lk:UJ < zn:km, i.e. x (Zn:k:) —n <8, < xik
k=1 k=1 k=1 k

=1 k=1
1 1
Cela donne %x —-n<S, < n<n2+)x .
1 1 1
(b) OndiviseparnQ'TH_ x——éTngn—i_ x.
n n 2n
n+1 1 n+1 1 x n+1 T
Comme ———— —,ona r—— — — et T — —.
n  n—otoo 2 2n n 2 2n 2
D’apres le théoreme des gendarmes, | T, —
n—+oco 2




5.

(a) Soit n € Net k € [0,n].

Lo G
(G B V) R G ap [ ey
(n+2>
= ﬁ d’apres la formule de Pascal
(") G)
(n+2)!
D) (nt1=F)!
(n41)! (n+1)!
El(n+1—k)! (k+1)(n—Fk)!
~ (n+2)
(n+1)!
nl(n—k)!
- n+2 1
n+1 Wlk)'
1 1 n+2 1
On obtient donc + = — |
") Gh) o 1)
2 1
(b) Soit n € N. On a 25,41 = ——— > Gl
1=0 i
= 1
Or S,= —_—
" ; (n+ 1)(?)
n
= 1 Z 1 + L d’apres la question précédente
nt2e (") ()
n n+1

n-+ 2

- : Z (mlu) + Z (mlu) (changement d’indice j =i+ 1)
Jj=1\7J

i=0 \ i
1 ntl ntl
SFL D NLIEES DRI
1 +1
n+t2 i=0 (nz ) §=0 (nj )
2 o1 2
- n+2z ("t Cn+2
=0 7
2
=25,41 — ——.
n+1 n+ 2
Ainsi | 25, Sn + 2
insi = —_
n+1 n n+2
(c) On montre par récurrence que
1 n+1l ,;
Vn € N, Sn = W - 7
1=

1 ; 0
- 1 2Z7 - 1 Li
o] g 3.5 =Tt So=o7 2 oy =1



Soit n € N. Supposons la formule vraie pour S,.

1
n+ 2

1
Sn_|_1 — §Sn +
ntl 1 9ont2

1 2¢
- 2"+22;i+2”+2n+2

n+2

1 2!
- WZj-
=1

Ceci montre que la propriété est héréditaire et acheve la récurrence.

Probléeme 1

1. (a) Soit ¢ € R et x €]0,27[. On montre par récurrence que la propriété suivante est vraie pour tout

n e N o
pocoa, = S0(E) <<n+1>ww>.
sm(%) 2

On remarque au passage que sin (g) #£0 car g €]0,x][.

Pour n =1, on a A,, = cos(xz + ¢) et :

sin (%) o ((n + 1)z N ¢> _ sin (

sin (%) 2 sin (

Donc P; est vraie.
Soit n € N*. On suppose P, vraie. On a alors, d’apres I’hypothese de récurrence :

)
)

M

cos(z + ) = cos(x + ).

M

Apy1 =4, +cos((n+ 1)z + )
sin (%) cos (% + cp) +sin (%) cos((n+ 1)z + ¢)
sin (%)

D’apres les formules de linéarisation, on obtient :

(n+3)z+¢)—sin((n+3)z+9)]

An+1 =

—sin (£ +¢) +sin((n+3)z+¢)
QSin(%)

Finalement, d’aprées les formules de factorisation :

sin ((ngl)x) cos <(n+22)x + <,0>

n (3)

An+1 =

Donc P,y est vraie.

D’ou le résultat, d’apres le principe de récurrence.



(b) Soit » € R, n € N* et z €]0,27[. Comme Yy € Rsiny = cos <y — g), on a:

n n
B, = Zsin(kx—i—z/}) = Zcos (kx—i—z/J - g) .
k=1 k=1
Ainsi, en appliquant le résultat précédent avec p = 1) — g, on obtient :

B, = Sifl (3) cos ((n e +— ;T)

sin (%) 2
B, = 05 o ((” Tz, ¢> .
sin (%) 2
2 2
2. (a) Soit X € R. On a cos X —sin X = /2 <\2[ cos X — {sinX) =|v2cos (X—i— %) .
(b) Soit n € N* et x €]0,2n[. D’apres les questions précédentes, avec ¢ = 1) = 0, on a 1’équivalence
suivante :

sin (%) 2 sin ( )

& écos(kw) = ;sin(kx) & I0E) <(” + 1)93) _sin (Tg) i ((nglﬂ)
@sm<?>cos<“+;”>—sm<”;> < )

Enfin, comme VX € Rcos X —sin X = V2 cos ( ) on en déduit

(E) & cos <("+21>m + D sin (%) ~0

3. (a) Soit z € R. On a les équivalences suivantes :

(n+1)z 7\ . (na:) B (n+1lz ) ) (n:c) B
cos< 5 —i—4 sin 5 = (Oeq cos 5 +4 =0 ou sin 5 =0
(n+1)x+7r 7T[] nx 0[]
e —=—[rjou —=0][~r
3 1”2 2
(n+Lz 7\ . (nm) B o 27 | 2r
cos< 5 +4 sin (= —O(:)x_2(n+1) —— ouzr= -

Ainsi, 'ensemble des solutions de (F') sur R est :

ypz{m|kez}u{2fféez}




(b) Pour déterminer les solutions de (E) sur |0,27[, on résout les équations suivantes d’inconnues

klel:
B DT 0 < ak41<4(n+1)
2(n+1)
o chanyd
4 4
S0<k<n

20
0<77r<27r(:>0<£<n

S1<i<n-1

On en déduit I'ensemble des solutions de (E) sur ]0,27] :

2(n+1)

ﬂE:{M|ke[[0,n]}}u{2ff]£e[[l,n—1]]}

4. Supposons n non multiple de 4. Dans la réunion précédente, le premier ensemble contient exactement
n+ 1 éléments et le second n — 1. Si ces deux ensembles sont disjoints, alors la réunion .z contiendra
exactement 2n éléments. Raisonnons par 'absurde et supposons que ces deux ensembles ne soient pas

(4k+V)r  20x

disjoints. Il existe alors k € [0,n] et £ € [1,n — 1] tels que ——+ =

2(n+1)

. On en déduit alors

(dk+1)n=4(n+1)¢, doun =4((n+ 1) — kn). Comme (n + 1)¢ — kn est entier, n est un multiple
de 4, ce qui contredit notre hypothese. D’ou le résultat.

Probléme 2

Dans tout ’exercice, n et m désignent des entiers naturels. Etant donné 0 < k < n, on rappelle la
définition des coefficients binomiaux :

(1) = mmy

1. Démontrer la relation de Pascal : pour tout 1 < k < n,

(i

nl(n—k+1)+nk

n!(n+1)

2. Pour n = 0, nécessairement p = 0. Alors

é(g) <0Tk> - <8> (8) — (TD

n n! n!
)+<k—1> T Mok G=Dln—k+1! K-kt Bnt1—k)

(

n-+1

- (]




Soit n € N tel que la formule soit vérifiée.

SO = ()2 ()= () (1) e

(7))
- (" + y m> (Pascal)

On a donc montré par récurrence sur n la formule de Vandermonde :
(6= ()
o \F/\p =k p

n 2
2
3. Avec n = m = p, la formule de Vandermonde donne (<n>> = < n) .
0

4.

n
Dou 27, = nz<(n
{ )

2
o0, — n< ")
n

5. Ainsi, si n est impair, comme 7, est entier, 2 doit apparaitre dans la décomposition en produit de

1 /2
Donc | T, = n< n> .
n

2 2
facteurs premiers de ( n) Donc ( n> est pair|.
n n

Sommes remarquables

n
On pose Sp(n) = Z kP, pour tous n,p € N.
k=0



f(z)

1 a=1/2
<~
=0 b=—1/2

6. So(n Zl donc’So —n—i—l‘.
7. (a) On pose f(x) = axz?®+bx. Alors f(z+1) —
Donc (Vz, f(z +1) — f(z) = 2) & {i“:b
(b) En écrivant que k = f(k+ 1) — f(k), on a :
f(n+1)—

n) =Y flk+1)— f(k) =
k=0

f(0) (somme télescopique).

Donc Si(n) =

1 1
§(n+1)2 —5n+1) =

1
in(n +1)].

8. Une formule utile.

(a)

=a(r+1)2+b(x+1)—

(az® +bx) = 2ax +a+b.

n+1
Spri(n+1) = > kM
k=0
n+1
= Z kPt car le terme pour k = 0 est nul,
k=1
n
= Z(l + )Pt en posant i =k — 1
i=0
n p+1
1
= (p —kt >zk par formule du bindéme
i=0 k=0
(b)
p+l n
1
Spri(n+1) = (p; )zk (interversion des sommes)
k=0 i=0
p+1 n
1
= <p _]: > Z i*  (factorisation)
k=0 i=0
p+1
p+1
NSO
k=0

5

k=0

(c) S

pr1(n+1

n+1

OI‘ Sp+1(n + p+1

Z P+l _ Z Ll —

P+1

(n+1 . Donc

n+1p+1

E0T)oe

k=0

)+ Spian) done Syia(n-+ 1) = Spia(m) =3 (1 1) Sico.

k=0



2
9. e La formule précédente avec p = 2 donne : (n + 1) = Z (3> Sk(n) = (3> So(n) + <3) Si(n) +

()s.on.
nn+1)

Dot (n+1)3 = (n+1) + 32 + 352(n). On peut donc exprimer :

6S2(n) =2(n +1)* —2(n +1) = 3n(n+1) = (n+ 1) [2(n + 1)* — 2 — 3n], d’olt la factorisation

652(n) = (n+1)(2n* +n) = n(n +1)(2n + 1).

n(n+1)2n+1)
G !

e On applique sur le méme principe la formule pour p = 4, qui donne :

Finalement, | Sa(n) =

1 1)(2 1
n+Dr=m+1)+ 4n(n2+ ) + 6n(n + )6( n+l) + 4S53(n), ou, apres calculs et factorisation,
2 1 2
484(n) = n*(n + 1)% ou encore | Sy(n) = n(n4—|—) .
10. On pose M,, = Z min(z,7).
1<i,j<n
n n
(a) My = > min(i,j)=>_ Y min(i,j).
1<i,j<n i=1 j=1
, o AN . o
Pour tout 1 < ¢ < n, min(i,j) =< . . On va séparer la somme intérieure :
J sinon
Y min(i,j) = min(i,j) + Y min(ij) =Y j+ > i=» j+(n—i)i.
j=1 j=1 j=i+1 j=1  j=i+1  j=1
n %
Donc M":Z Zj+(n7i)i
i=1 \j=1
n .y . n
, (e +1 N 1y . 1.
(b) Par conséquent, M,, = Zl <(2) +(n— z)z) = Zl <n + 2) i— 522.
1= 1=
1 1 1 1)(2 1 1)(2 1

Finalement, M,, = <n+2> n(n2—|— ) — in(n—i— )6( n+l) = n(n + )6( n+l) )

Probléme 3| (inspiré du bac C 1993, Amérique du Nord)

A Une suite

Pour tout entier naturel non nul n, on définit la fonction g, sur |0, +oo[ par

gn(T) zzz:—n—i-gln:c.

1. Pour tout z € R, | g, (z) =1+ QE :
T

On a alors g/,(x) > 0 pour tout x > 0. Ainsi g, est strictement croissante.

On a | lim gn(x) = —oojet| lim gn(z)=+oo|




2.

3.

4.

B

(a) gn est continue et strictement monotone, de ]0, + oo, a valeurs dans R. D’apres le théoréeme de
la bijection, il existe un unique réel positif a,, tel que g, () = 0.
(b) Pour tout entier n > 0, go(1) = 1 —n < 0 et g,(e?) = €2 > 0 donc gn(1) < 0 < gn(e?). Par

croissance de g, |1 < a, < e’

2
(c) On a gp(ayn) =0, soit ap, —n+ g In(a,) = 0. D’ou gln(an) =n— ay, donc |In(ay) =2 — —ay, |
n

n+1

(@) gna(on) = 2 — (0 +1) + "2 inan) = ¢ —n+ D nfan) — 1+ %ln(an) S %ln(an) _

1

——aqy, | d’apres 'expression de la question précédente.
n

On obtient gn4+1(an) < 0 = gnt1(ant1). Ainsi par croissance de gn1, .

La suite (o) est donc croissante. De plus elle est majorée (par e?) donc ‘ elle est convergente ‘ On note
¢ sa limite.

2
Comme «;,, — £ et n — +00, —a,, — 0. Ainsi| lim In(ay,) = 2| et donc .
n

n—-+00

Une fonction

Soit f la fonction définie sur |0, + oo par

_ 2 —Inx

Dans le repere orthonormé (O,1))), on appelle € la représentation de f est 4y la représentation de la fonction

x /T

5.

Tout d’abord | lim f(z) = 00|

z—0

In(z)
o w0 T
On écrit f(x) N Vo1 5 . Donc :cgl—ir-loo f(z) =400

Pour tout z > 0, f'(z) = (2-2)2vo - ﬁ(?x — In(z)) _ 2(2¢ —1) — (2z — In(z)) _r- 1+ %ln(x)'

4z dx+\/x 2x\/x

~ q1(7)
22z |
On a montré que g; est négative sur ]0,a;[, positive sur Jay, +ool. Il en est donc de méme pour f’.
Ainsi f est décroissante sur 0,1 et croissante sur oy, +00l.

In(z)

2z’

On a alors f(z) —+/x) qui est négatif et qui tend vers 0 lorsque z tend vers +o0o. Ainsi ¢ est en dessous
de %) et ces deux courbes sont asymptotes au voisinage de +o0.

Dessiner % et %.

On reconnait | f'(z)

En reprenant expression de la question 5, f(z) — vz = —



