Sol B2.
Nombres réels et suites numériques

’Exercice B2.3‘
Indications et solutions.

1. Effectuer la somme et la différence des deux relations pour exprimer (u,+vy,) (arithmético géométrique)
et (un —vy) (arithmétique). Puis exprimer ces deux suites en fonction de n. En déduire les expressions
de u, et v, pour tout n.

2
2. Pour tout n € N, exprimer v,42 en fonction de v,4+1 et v,. On obtient v,40 = gvn + gvn+1.
. . - 5
Exprimer alors v, en fonction de n pour tout n, puis utiliser u,, = 1 Up41 — gvn

. 3 1\" 1 1
Finalement (sauf erreur), Vn € N, u,, = 1 <<—3> - 1) et v, = —3 (<—3) + 3),

’Exercice B2.7‘ o
Déterminer, g’ils existent, la borne supérieure, la borne inférieure le minimum et le maximum des en-
sembles suivants.

1 1

e sup(Ey) = 2 car ¥(n,m) € (N*)?,

maximum.

+ — < 2et2 € Ey (aveec m = n = 1). Clest aussi un

1
m

S|

1 1
e V(n,m) € (N*)?, ~ 4 — > 0. Donc inf(E4) > 0.

1 1 2
De plus, Vn € N*, — 4+ — € E4. Ainsi | — | est une suite d’éléments de Ey qui tend vers 0. D’aprés
n o n n

la caractérisation séquentielle de la borne inférieure, inf(F4) = 0. E4 n’a pas de minimum.

1
5. Soit E5 = {(—1)" + - |n e N*}.

1
Pour tout n € N*, on pose u, = (—1)" 4+ —.

n
3

3 3
up =0et Vn > 2, u, < 5 Or ug = 5 Donc sup(Es5) = 3 C’est aussi le maximum de Ej.

* > —1. = —
De plus, Vn € N*, u,, > —1. Et ug,41 1+2n+1:—>_+;j

D’aprés la caractérisation séquentielle de la borne inférieure, inf(Fs5) = —1. E5 n’a pas de minimum.
6. Soit EBg = {z € Q| 2% — 3z +2 < 0}.

On résout l'inéquation : Eg = QN]1, 2[.

Ve e Eg, 1 <x<2.

Comme QN]1, 2] est dense dans [1,2] (car Q est dense dans R), il existe une suite d’éléments de Eg qui

tend vers —1 et une autre qui tend vers 2.

Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure/supérieure, on a sup(Eg) = 2 et inf(Fg) = 1. Ej

n’a ni maximum ni minimum.

’Exercice B2.10
Soit A, B deux parties non vides et majorées de R. On définit

A+B={a+bla€ A be B}.
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Soit x € A+ B. J(a,b) e Ax B,x=a+b. Ora <sup A et b < supB.
Donc = < sup(A) + sup(B). Donc A + B est majoré par sup(A) + sup(B).
D’aprés la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, on dispose de (a,) € AN et (b,) € B* telles
que a, — sup A et b, = sup B.
Alors (an, +b,) € (A+ B)N et a, + b, — sup A + sup B.
D’apreés la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
’Exercice B2.11 ‘
Soient A et B deux parties non vides et bornées de R.
1. Soit x € AU B.
Sixz € A, alors z < sup A < max(sup A, sup B).
Sixz ¢ A, alors x € B et donc 2 < sup B < max(sup A, sup B).
Dans les deux cas, < max(sup A4, sup B), qui majore donc AU B.
Notons s = max(sup A, sup B) et supposons que s = sup A (I'autre cas se traitera de maniére analogue).
Soit € > 0. Par la propriété de la borne sup, on dispose de a € A tel que a > s — ¢.
Comme a € AU B, cela donne aussi un élément de AU B vérifiant a > s — ¢.
On a donc vérifié la caractérisation de la borne supérieure pour AUB. Ainsi sup(AUB) = max(sup A, sup B).

2. On montre de maniére analogue que inf(A U B) = min(inf A4, inf B).

3. Quant & AN B, on n’est pas str qu’il soit non vide.
Cependant, si AN B # (), alors sup(A N B) < min(sup A, sup B) et inf(A N B) > max(inf A4, inf B).

’Exercice B2. 17‘ Critére de d’Alembert
Soit (uy) € RY telle que Vn € N, u,, > 0. Soit ¢ € R tel que u,, — .

n—-4o00
1. Supposons ¢ < 1. Soit a €]¢, 1]. Alors 2rtl < /¢ apcer. Notons N un tel rang.
U
u Uk ) oy
Vk > N, Rl < a. Comme L 0, on peut effectuer les produits : Vn > N, H kil < H a, i.e.
U Uk N

Un, < a" N

uN

n=Nyx et par comparaison, comme a < 1, u, — 0.

Finalement u,, < a
n— +oo

> b apcr, avec b > 1, puis on

2. Méme principe, les détails sont laissés au lecteur : on montre que
n

en déduit que u,, — 400.
n—-+oo

3. Dans le cas ou £ = 1, donner trois exemples de suite (uy,) tels que

1 (b) u, = n, (©) u, = 28.

’Exercice B2.18‘
Soit (uy,) une suite d’entiers qui converge vers /.

Avec € = 3 dans la définition : on dispose de N € N tel que Vn > N, |u,, — {| < e.
Soit n > N.
[Unt1 — Un| = |tupp1 — £+ € — uy

< |Un+1 - f’ + |£ - un‘
1



MPSI 20242025 P. Valéry B2. Nombres réels et suites numériques 3

Or up, upy1 € Z donc |upy1 — up| € N, donc |up4+1 — uy| = 0 et donc (uy,) est constante & partir du rang N.

’Exercice B2.19‘
Soient (uy) et (vy,) les suites définies pour tout n € N par u,, = cosn et v, = sinn.

1. Supposons que (sinn) converge, disons vers £. On a Vn € N, sin(n + 1) = sin(n) cos(1) + cos(n) sin(1),
. 1) — s 1) aui . 1 — cos(1)

() (sin(n+1) —sin(n) cos(1) qui converge aussi, vers ()

pareil dans ’autre sens.

Autrement dit, soit ces deux suites sont convergentes, soit elles sont toutes deux divergentes.

d’ott cos(n) = ¢. Bien sir ¢a marche

2. Supposons que cosn — £1 et sinn — {s.
: avec des formules trigo.
1
Comme Vn € N, sin(2n) = 2sin(n) cos(n), on a o = 20145, donc fo = 0 ou 1 = 7

De plus Vn € N, cos®(n) + sin®(n) = 1, donc on a £ + (2 = 1.

V3

1
Ceci donne deux possibilités : soit £9 = 0 et alors 1 = 1, soit /1 = 3 et alors fo = -

Mais on a aussi Vn € N, cos(2n) = 2cos?(n) — 1, d'out 1 = £? — 1, compatible avec aucune des
valeurs précédentes. Donc les deux suites sont divergentes.

: avec des extractions.
On a aussi cos(n + 1) et cos(n — 1) qui tendent vers ¢;.
Or cos(n + 1) = cos(1) cos(n) — sin(1) sin(n) et cos(n — 1) = cos(1) cos(n) + sin(1) sin(n).
La somme de ces deux lignes donne cos(n + 1) 4 cos(n — 1) = 2 cos(1)cos(n) d’ot, en passant a la
limite : 2¢; = 2cos(1)¢y, d’ou ¢1 = 0 car cos(1) # 0.
Mais alors cos(n + 1) = cos(1) cos(n) — sin(1) sin(n) (par exemple) donne ¢ = 0, tout ceci étant
contradictoire avec (par exemple) £ + ¢2 = 1, obtenu comme dans M1.



