MPSI Paul Valéry
DEVOIR SURVEILLE N° 3

Corrigé

Probléme 1

A  Etude d’une suite réelle

z9 =0
Soit ¢ € R et (z,)nen la suite réelle définie par 0 5
VneNz, =2, +c¢

1. Déterminons la suite (x,) dans quelques cas particuliers.

(a) Sic =0, on montre par récurrence que ‘Vn eN, x, =0]|

(b) Avec ¢ = —2, x1 = —2, x9 = 2, x3 = 2 puis on montre par récurrence que ‘Vn =2, x,=2|
(¢c) Avece=—1,21 =—1, 29 =0, 3 = —1.
Puis on montre par récurrence sur k que ‘Vk €N, zop =0et zopyp1 = —1 ‘

xozoetxlz—l.

Soit k € N. Supposons xor = 0 et o1 = —1.
Alors zopi0 = (—1)2 =1 =0 et 29543 = 0> — 1 = —1, cqfd.

2. Soit frxra?+cetg:ax— f(z)—

(a) La fonction f est définie et dérivable sur R, elle est décroissante sur R_ et croissante sur R et

possede un minimum en 0, qui vaut c.

(b) Vz € R, g(z) = 2% — z + ¢. Le discriminant de ce trindme est A = 1 — 4¢

. 1
2 zéros si ¢ < 1

1
Ainsi | g admet ¢ 1 zéro si c = 1

aucun zéro si ¢ > 1

1 1—+v1—4c 1++v1—-4c
Lorsquec< —,ona|la = ——— et = ——— |
4 2 2
1
(c) 1°*cas : ¢ < T Alors g est négative sur |o,[, positive sinon.

1
2¢cas : ¢ = —. Alors g est positive sur R, nulle en 3

3ecas : ¢ > —. Alors g est strictement positive sur R.

e Bl o

(d) Vz e R, f(f(z)—z = (2% 4+¢)?+c—z =2+ 22’ —x+ P +c =

1
3. On suppose dans cette question que ¢ € } T 400 [

>0sic<

<0sic>

=0sic=

[ e g R N

(

1‘2—1'+C

J(@2 + 2+ (1+0)|

(a) Dans ce cas, g est strictement positive, donc Vn € N, g(z,,) = f(x,) — xn, = Tpt1 — 2, > 0. Donc

‘ (z,) est strictement croissante ‘




(b) Si (zy,) admettait une limite finie ¢, la relation u,4+1 = f(u,) donnerait, par passage a la limite
et continuité de f, £ = f({), i.e. g(¢) = 0. Or dans ce cas, on a montré que g ne s’annule pas.

Donc ‘ (z5,) n’admet pas de limite finie ‘

(c) La suite (z,) est croissante mais ne converge pas, donc ‘ () tend vers oo |.

4. On suppose dans cette question que ¢ € |—o0, —2|.

(a) On procede par récurrence.
ta=c*+c. Oray—(—c)=c?+2c=c(c+2)>0carc<0et c<—2 Donczz > —c.
Soit n > 2 entier. Supposons x, > —c. Alors x,4+1 = m% +¢ > ¢ + ¢. Comme pour

I'initialisation, 2 + ¢ > —c. Donc Tn+1 > —C.

(b) Montrer 3 < —c revient & montrer 1 + v/1 — 4c < —2¢, i.e. V1 —4c < —1 —2¢. Or (=1 — 2¢)? =
1 +4c+4c?, dont (=1 —2¢)? — (1 — 4¢) = 8c+ 4¢® = 4¢(2 + ¢) > 0 pour ¢ € |—oo, —2[. Ainsi
(=1 —2¢)* > (1 — 4c¢) et donc on a bien v/1 — 4¢ < —1 — 2¢ car ces quantités sont positives.
On a donc z,, > 3 pour tout n > 2. Or sur |f, + oo[, g est positive.

Donc ‘ () est strictement croissante (& partir du rang 2) ‘

(c) On admet que (x,) n’a pas de limite finie. Elle diverge alors vers +o0.
1
5. On suppose dans cette question que ¢ € }0,4} .

(a) f est croissante sur [0,a] avec f(0) =c > 0et f(a) = a.
Donc f([0,a]) C [0,c], i.e. ‘ [0,a[ est stable par f ‘

On montre alors facilement par récurrence que ‘pour tout n € N, z,, € [0,af ‘

(b) Comme g est positive sur | — co,q], ‘ (x,) est strictement croissante ‘

(c) Elle est de plus bornée (par 0 et ) donc elle converge. Sa limite est nécessairement un point fixe

de f et un élément de 'intervalle [0,a]. Donc ’ (x,) converge vers o ‘

3
6. On suppose dans cette question que ¢ € [—4, 0 [

(a) e Montrer a > ¢ revient & montrer 1 — /1 —4c > 2¢, i.e. 1 —2¢ > /1 —4c. Or (1 —2¢)% =
1 —4c+ 4¢® > 1 — 4e et ces quantités sont positives, donc on a bien 1 — 2¢ > /1 — 4e.

e Commec<0,onal—4c>1,douv1—4c>1et donc.

(b) D’aprés la question 2d, f(f(z)) — 2 = 0 si et seulement si g(z) = 0 ou 22 +z + (1 +¢) = 0.

Ce dernier trindéme a pour discriminant 1 —4(1+¢) <0 car 1 +¢ > 1

Donc les seuls point fixes de f o f sont les zéros de g.
(c) f est décroissante sur R_ donc sur [¢,0]. Donc ’ f o f est croissante sur [c,0] ‘
Eneffet c <2 <y <0= f(y) < f(z) = [(f(2) < f(f(Y)-
(d) Comme a <0, f(f(a)) < f(f(0)), te. | < f(c) |
On a f(c) = +c=c(c+1) <0 donc f([e,0]) =]e,a] puis f(Je,a]) = [, f(e)[C [e,0]. Donc
‘ [a,0] est stable par fo f ‘

(e) Soit (up) = (z2y). Elle vérifie up+1 = f(f(uy,)). Comme f o f est croissante, on a (u,) monotone

et comme u; = x9 < 0 = uy, ‘ (z25,) est décroissante ‘

Par stabilité de [¢,0], on a Vn > 1, xa, € [¢,0] (récurrence).
Donc (z9y,) est décroissante et minorée donc vers le seul point fixe de f o f présent
dans 'intervalle [c, 0], & savoir [a].



(f) De maniere analogue aux deux questions précédentes, on montre que [c,a] est stable par f o f.

Ainsi (x95,41) est monotone et bornée par ¢ et «, donc ‘elle converge vers ‘, seul point fixe de

f o f dans Uintervalle [c,a].
(g) (wan) et (xop+1) étant deux suites extraites particulieres de (z,,) formant une partition des termes

de cette derniere, on a [x, —— «|.
n—-+o0o

3
7. On suppose dans cette question que ¢ € } -2, — 1 [

(a) fle)+c=c+2c=c(c+2)<0et f(c)—c=c*>0. Ainsi —c < f(c) < ¢, soit || f(c)| < c| Il en
est de méme pour f(—c) car f est paire (ou par le méme calcul).
(b) f est décroissante puis croissante, admet pour minimum c en 0. Ainsi [—c,c] est stable par f et

donc (par récurrence) ‘Vn eN,z, € [—¢,] ‘

8. Bilan : |A = [—2,31] .

Etude d’une suite complexe

. . . o 20=0
Soit maintenant ¢ € C et (z)nen la suite de nombres complexes définie par 9
VneN, zpp1 =2, +c
Cette définition dépend bien sur du nombre ¢ fixé. Si nécessaire, on notera z,(c) les nombres z,, ainsi définis.

Comme dans la premiere partie, le but du probleme est d’étudier ’ensemble
B ={ceC, (|zn(c)|),en ne tend pas vers + oo} .

9. Préliminaires.

(a) Si (|zn|) est bornée, alors elle est majorée donc il existe M € R tel que Vn € N,|z,| < M. Ceci
est, en particulier, contraire a la définition de divergence vers +oo. Et donc .

(b) Etude d'un cas particulier : avec ¢ = i, 21 = 4, 20 = —1 + 4 puis 23 = (=14 i)%> +i = —i,
z4 = —1+1, etc.
On montre alors par récurrence que ‘pour tout n > 1, zop—1(7) = —i et 29,(i) = =1+ ‘ Cette

suite est bornée (de module borné par v/2), donc |i € B |.
(c) Par récurrence :

o 29(¢) =0 = z(c).
e Soit n € N. Supposons z,(¢) = z,(c).
Alors 2,11(€) = 2,(©)* + €= 2,(c)2 + = 2,(c)2 + ¢ = zp11(c).
Ainsi (|zn(c)]) = (Jzn(€)]). Ces deux suites étant égales, 'une diverge vers 400 si et seulement si
I'autre également. Donc ‘ ceBsceB ‘

1
10. Supposons que |c| < 1 On procede par récurrence : ’hérédité repose sur le fait que pour n € N,
1 ) 1N 1 1 T
|zn| < 5 = |znt1] < |zn]” + ] < 5 + 1 < T Donc |pour tout n € N, |z,| < 1. D’apres la

question 9a, .

11. ¢ est & nouveau quelconque.



(a) Le discriminant de ’équation 2

1++/144c . .. R 1++/1+4c

2”, une est strictement positive, et meme |r = 2” > 1| car \/1+4|c| > 1.
2le| =1 —+/1+4c|

T = .

2
() Silel > 2, (2lel = 1)° = 4Jef? — dje| + 1 et (2le] — 1) — (1 + 4Jel) = 4Jef? — 8Je| = dle](le] — 2) > 0,
donc 2|c| — 1 > /1 + 4]¢| car ces quantités sont positives. Dot |¢| — r > 0 et donc .

= z+|c| est 14+4|c| > 0 et méme > 1. Ainsi des deux racines réelles

(b) 1l suffit de mettre au méme dénominateur 2 :

cl —

12. Pour tout n € N, on pose e, = |z,| — r.
(a) Pour tout n € N, (r + e,)? = |22| = |2nt1 — ¢| < |2ny1| + |¢| par inégalité triangulaire. Donc

(r +en)? < engp1 + 7+ |c|. Donc | (r + e,)?
——

2

2
<r'+epsl|

r

(b) Cela donne (7 + e,)? — 12 < epy1. Or (r+ en)? — 1% = e, (2r 4 €,) = 2re, + €2 > 2rey,.

(¢c) z1 = c et on a montré qui si |¢| > 2, |¢| > r. Donc e; > 0.

e e
Par ailleurs, on a montré pour tout k& que kil > 2r. Donc Vn > 1, htl > (21")"_1. On a
€k Pty €k
s . . e _
alors un produit télescopique qui donne | —= > (2r)" 1|,
€1

(d) Comme r > 1, (2r)""* o oo Donc (ey,) n’est par bornée et donc (|z,|) diverge vers +oo,
n—-—+0o0
done [ ¢ B

1
13. Bilan : on a {CEC,4<C}CBC{CEC,0<2}.

1
B est compris entre les disques centrés en 0 de rayons 1 et 2.

Etude d’un cas particulier

1
On fixe pour cette partie ¢ = 1 + gz

2

3
14. (a) Le discriminant de I’équation 2“* —z+c=0est A =2 — 52 Un calcul de racines carrées donne

3 1 5 1 1 1
5:§—§'telque(52:A. D’ou les solutions BZZ_Zieta:_Z—i_Zi'
1 1 2 1
(b) On a bien |af = 4+4:\4[=2\/§.
(©) ls1 —al = le—al = |<i|. Done || —
—a| =l|ec—al =|=i|. Don —al=<|
c) |1 —al=|c—a g¢|- Donc|[z1 —al = ¢
15. Soit n € N.
|Zni1 —a| = |22+ c—al. Or c —a = —a’.
Donc |zp41 — af = |(zn — @)(2n + @)| = |zn — @|]zn — @ + 2a|. Par inégalité triangulaire ( et car

|z, —a| > 0), on a bien ‘ |znr1 — a] < |zn — al (|20 — o + 2]a) ‘




On montre alors par récurrence 'inégalité souhaitée. L’initialisation vient de la question précédente.
1 1/1 1 1 2 3
Puis pour n € N*, si |z, — a| < 3’ alors |zp41 — o < < ( + ) Or — = £ < — (par exemple

8\8 V2 V2 2 4
car 8 < 9, donc 2V2 < 3).
1

1 1
Cela donne 3 + — < letdonc |zp41 —af < =.

V2 8
1 1
16. |zn| = |2n — o] + |af < 3 + EW5) donc (|zp|) est bornée et on a bien .

Probléme 2

1. Soient A,B deux parties de E et z € F.
(a) Par définition de A% B, on a :

reAxBsr¢ Aour ¢ BereAouze Bere AUB

Donc :

|AxB=4UB|

(b) D’apres la question précédente et les lois de De Morgan, on a directement :

|AxB=4AnNB|

2. Soit A une partie de E. D’apres ce qui précede, on a directement :
AxA=AUA AxE=AUE=4U0 Axl=Aul=AUE

3. (a) Soient A,B deux parties de E. D’apres les questions 2 et la, on a :

(AxA)x(BxB)=AxB=AUB

(b) D’apres les questions 2 et 1b, on a de méme :

(AxB)x(AxB)=AxB=ANDB

4. Soient A,B,C trois parties de F.
(a) D’apres la question 1b et les lois de De Morgan :

(AUB)xC =(AuB)NC
=(ANC)U(BNCO)
=AnCnNnBNC

’(AUB)*C:(A*C)D(B*C)‘

(b) De méme :
(ANB)xC=ANBNC
= (ANC)N(BNO)
=ANnCuBNC
(ANB)*C = (AxC)U(B*C)]

5



(c) D’apres la question 1.2 et les lois de De Morgan, on a directement :
(AxB)xC=AnBnNnC
(AxB)xC =(AnB)UC

(d) D’apres la question précédente, on a :
Ax(BxC)=(BxC)xA=(BNC)UA.
Par exemple pour A=B=0et C=F,ona:
(AxB)xC=(AnB)UC=0NOHud=0
Ax(BxC)=(BNC)UA=(0NE)UE=E.

Donc :

Si E est non vide, I'égalité (Ax B)xC' = Ax (B« ()
n’est pas vérifiée pour toutes les parties A,B,C de E.

5. Soient A,B,C,D quatre parties de E. D’apres les questions la et 1b :

(ANB)x(CND)=ANBUCND (ANB)*(CND)=(AxB)U(CD)|

Probléme 3

Dans tout le probleme, (u,)nen désigne une suite réelle bornée.

Préliminaire
Les parties A et B sont non vides, majorées et incluses dans R, d’apres la propriété de la borne supérieure
sup(A) et sup(B) existent. Par définition de la borne supérieure, on a :
Vb e B, b <sup(B)

Comme A C B, on a en particulier :
Va € A, a < sup(B)

Par passage a la borne supérieure, on obtient bien : sup(A) < sup(B).

si A C B alors sup(A) < sup(B) ‘

B Définition

1. (a) Pour tout n € N, on a :
e F,CR
e F, est non vide car u, € E, par définition de E,,
e F,, est majoré et minoré car (u,) est bornée

D’apres les propriétés de la borne inférieure et de la borne supérieure, cela suffit a affirmer que
FE,, possede une borne supérieure et une borne inférieure.

‘sup(En) et inf(Ey,) existent‘

6



(b)

Soit n € N, on a clairement E,; C F,. En effet, pour tout k € Nyona: (k>n+1)= (k>n).
D’apres la question préliminaire, qui s’applique car pour tout n € N, E,, est non vide et majoré,
on a sup(Fp11) < sup(Ey,). Clest-a-dire s,41 < $p-

‘ (sn) est décroissante‘

En utilisant la méme démarche que dans la question préliminaire, on démontre que si A C B avec
A et B deux parties de R, non vides et minorées alors inf(A4) > inf(B). Dans notre contexte, on
obtient que pour tout n € N, iy 1 > ip.

’ (in) est croissante‘

Par hypothese, la suite (uy) est bornée, ainsi il existe (m,M) € R? tels que pour tout n € N,
m<u, <M.

D’autre part, par définition de la borne supérieure, pour tout n € N, s, est un majorant de E,,
c’est-a-dire que :
Vk >n, up < sy

En particulier la suite (s;,,) est minorée par m. La suite (s;,,) est décroissante et minorée par m,
d’apres le théoreme de la limite monotone, elle converge.

De méme, pour tout n € N, i,, est un minorant de F,, donc :
Vk>n, M > u, > iy

La suite (i,,) est croissante et majorée par M, elle converge.

’ (sn) et (in) Convergent‘

Si la suite (u,) est constante égale a 0 alors pour tout n € N, on a : E,, = {0} et s,, = i,, = 0.
Dans ce cas Ly = L; = 0.

Dans ce cas, pour tout n € N, on a : E,, = {—1, 1}. On en déduit que pour tout n € N, s,, = 1 et
i, = —1 ainsi :

\LszletLi:—l\

1

Pour tout n € N, :E:{—
our tout n on a n k—l—]_

,an}.Ona:

e La borne supérieure de F,, vaut

car c’est le maximum de E,.

e La borne inférieure de FE,, vaut 0. En effet :
» 0 est un minorant de E,
» Pour tout € > 0, 0 + € n’est plus un minorant car d’apres la définition de la limite :

N > n,

1
=Mm N1 <S¢



Finalement pour tout n € N, s, = et 2, = 0, on en déduit que :

n—+1

Lien avec la convergence

. Pour tout n € N, la borne supérieure de E, est en particulier un majorant de F,, et la borne inférieure
de E,, est un minorant de E,,. Ainsl :

Vk>n, i, <up < s,

En particulier :
Vn €N, i, <u, < s,

Ona lim i, = lim s,car L; = Lg, d’apres le théoreme d’encadrement, on en déduit que lim wu, =
n—+o0o n—-+o00 n—-+o0o
L;.

‘ (uy) converge ‘

. En reprenant la démarche de la question précédente, on a :
Vk2n71n§uk§3n

En particulier, si on appelle ¢ : N — N Dlextractrice (telle que v, = Ugp(n) PoUr tout n), pour tout
n €N, on a ¢(n) > n donc :

vneN, i, <u < sp

w(n)

On passe a la limite quand n tend vers +00 et on obtient :

Li < ngrfoo Uep(n)

< Ls

. Soit € > 0, par définition de la limite, il existe ng € N tel que pour tout n > ny, |u,—I| < €, c’est-a-dire :
l—e<u, <l+e.
Par passage a la borne supérieure et a la borne inférieure, il vient :

Vn>ng,l—e<i, <sp, <l+e¢
On a démontré que :
Ve >0,3ng €N, Vn >ng, i, — | <cet s, -] <e
C’est-a-dire que (iy,) tend vers [ et (s,) tend vers [, par unicité de la limite :

. On va construire I'extractrice ¢ par récurrence forte.

e On pose ¢(0) = 0.



e Fixons n € N*, supposons avoir défini ¢ (k) pour k € [0,n — 1]. On considere E,,_1)41 = {ug, k >
©(n— 1)+ 1}, par définition de la borne supérieure de cet ensemble, il existe p > p(n—1)+1 tel que :

Sp(n—1)+1 = < Up < Sp(n—1)+1

1

ceci puisque S,(,—1)+1 — — n’'est pas un majorant de E,,_1)41 €t Syn—1)+1 est un majorant de
n

En—1)+1- On pose p(n) = p.

Par construction, on a pour tout n € N*, ¢(n) > ¢(n — 1) donc ¢ est strictement croissante. D’autre

part, on a :
1
Vn € N¥, s (n—1)+1 — ” < Up(n) S Sp(n—1)+1

Par passage a la limite, d’apres le théoréeme d’encadrement, on a : lil_}_l Up(n) = Ls.
n—-—+0oo

(tg(n)) tend vers Ly

Un dernier raffinement

. Pour n € N, on a pose F,, = {ugk, 2k > n} et G, = {ugg+1, 2k +1 > n}. Ces ensembles sont non vides
et majorés donc f, = sup(F},) et g, = sup(Gy,) existent. Montrons que s,, = max(f,,gn) et supposant
sans perte de généralité que f, > gn.

e Pour tout £ > n, on a : s, > ug, en particulier si 2k > n, on a : s, > ug et si 2k + 1 > n alors
Sp > Ugk+1. Par passage a la borne supérieure, on a : s, > f, et s, > g, donc s, > max(fy,gn)-

e Il reste & démontrer que s, < max(f,,g,) = fn. Pour tout &k > n, on a :
ur < fnou ug < gn < fp selon la parité de k

Par passage a la borne supérieure, on obtient s, < f,.

Finalement s, = f,, et on a démontré que :

‘Vn €N, s, = max(fn,gn) ‘

On remarque que pour tout (a,b) € R2, ona:
1
max(a,b) = §(|a —bl+a+0b)

ce qui se démontre immédiatement par disjonction de cas a > b puis b > a.
Ici cela donne, pour tout n € N :

1
Sp = i(lfn - gn| + fn +gn)

On passe a la limite quand n tend vers 400 en utilisant notamment la continuité de la fonction valeur
absolue :

/.. . : . . .
Ls=— (|hm sup v, — lim sup wy| + lim sup v, + lim sup wn> = Inax{hm Sup vp,lim sup wn}
2 n—-+00 n—-+0o n—-+00 n—-+oo n——+oo n—-+00



On adapte la démarche précédente, en remplacant borne supérieure par borne inférieure et en remar-
quant que l'on a :

V(a,b) € R?, min(a,b) = !

5(—la—bl+a+0)

Ce qui démontre le résultat voulu :

L, = max{lim sup vp,,lim sup wn} et L; = min{lim inf v,,lim inf wn}
n—+00 n—-+o0 n—+00 n—+00
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