MPSI Paul Valéry Corrigé

DEVOIR MAISON N° 7

Probléeme 1

Dans tout le probleme, E désigne un ensemble non vide.
Pour toute partie A C E, on appelle fonction indicatrice de A I'application 14 : E — {0,1} définie
par

lsize A

0 sinon

Ve e B, ILA($) = {

Notation. Dans toute la suite, on note A le complémentaire d’une partie A de E.

A

. Soit ¢ € E. lgnp(x) = {

Propriété des fonctions indicatrices

. Vo € E,1g(x) =1 car z € E justement.

Donc ‘ 1g est la fonction constante égale a 1 ‘
Vo € E,1g(x) =0 car z ¢ 0.
Donc ‘ Iy est la fonction constante égale a 0 ‘

. Supposons A C B. Soit x € E.

o siz e A, alors x € B et alors 14(x) = 1p(x) =1, donc 14(z) < 1p(z).
o sixz¢ A, alors 14(x) =0 et comme 1g(z) =0oul, on a alors 14(z) < 1p(z).
1a(z) < 1p(a)),

Supposons que Vz € E, 14(x) < 1p(x).
Soit x € A. Alors 14(z) = 1. Comme 1g(x) > 1a(z), Ig(z) =1 et donc = € B.

On a montré que .

On a montré que dans tous les cas,

.A=B &S ACBet BCA&VreFE, 1g(x) <lp(x)et Ip(z) < la(x) & Ve e E, La(z) = 1p(x)

S 1y =1pg.
lsize ANB
Osiz¢ ANB

esize ANB, 1a(z) =1p(z) =1et alors 14(z)lp(x) = 1.
e siz ¢ ANB,alorsz € AUB, donc 14(x) = 0 ou 1p(z) = 0. Dans les deux cas, 14(z)1p(z) = 0.
Ceci montre que pour tout = € E, 1gnp(x) = 14(x) x 1p(zx), soit ‘ Lang = 14lp ‘

1 si A lsize A
.VJUEE,ILA(x):{ Sre et]lA(az):{ S .CommeO0=1—-1et1=1-0onlit

Osize A Osixej:A

Comme 0> =0et 12 =1, Ve € E, 1%(z) = 1a(z) donc | 1% = 14|

6. Lavp =I5 = 1a x Iz =|1ax (1-1p)}
. Soit x € F.

e Size A alorsz € AUB, dou 1aup(z) =1, et © ¢ B, dou 1g(z) = 0. Avec aussi 14(z) =1,
on a bien 14up(x) = 14(z) + 1p(x).



10.

11.

12.

e Si z € B, méme raisonnement en échangeant les roles de A et B.
e Sinon, * € AUB, et alors 14up(z) = 0, ainsi que 14(x) = 1g(x) = 0 et on a bien encore
Laup(z) = La(z) + 1p(z).
Finalement, ‘ laup=1a+1p ‘

On utilise les questions précédentes avec AU B = (A \ B) U B (union disjointe).
ﬂAugz]lA\B—l-ﬂB:ﬂA><(1—]13)+]lB=ﬂA—]lAX]lB—I-IlB:]lA—l-ﬂB—ﬂAmB.

AAD = (A\D)U B\ A) = AUup=[A]
AAE = (A\ E)U(E\ A) =0 U4 = |4].
AAA = (A\A)U(A\A) =0ud=0]

Laap =1 B+ 1p\4 car A\ B et B\ A sont disjoints.
Donc 1aap = 1a(1—1p)+ 1p(1 —14) = |1a+1p — 214 x 1p|

(a)

LeauBpnB) = laus X (1 —1anp)

(La+1p—14n8) x (1 —1anB)
1a+1p—1an — Lalans — 1plans + 15np
Ia+1 —1anB — 1ananB — 1BnanB + 1anB
= 1a+1p—14anB—1anB—1anB+ 1ans
1a+1g—214x1p

= laan

(b)
LaaBacy = la+1lpac—21a X 1pac
= 1a+1p+1lc—21px1lg—214(1p+1c—21p x 1)
= la+1p+4+1c—21gx1g—2141p —21glc+414151c.
On peut calculer 1(4ap)ac de manicre analogue et comparer, ou bien remarquer que cette formule
est symétrique en A, B et C, donc elle vaut aussi 1 gacyaa- On conclut alors par la propriété de
commutativité que 1 aapjac = laaac)-



